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内容简介 

本书为近世代数的教学提供了丰富的例子，内容包括群论、环论、域论和 Galois 理论。 
全书包含了 500 多个习题（包括一大题中若干小题）的解答；有近三分之一或更多的题目对 
初学者是较 难的； 有的题目是很难的（例如，华罗庚恒等式等题，在一般的书中也很难找到解 

答)。为帮助学生回顾所学内容，在每一节前加了 “知识要点 
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刖 


由冯克勤、李尚志、查建国、章璞编写的《近世代数引论》，历经三版反复 
修改，作为数学系本科生教材使用已二十余年。这本教材有不少较难的习题。十 
几年前，我们在教学过程中把这些习题的解答汇集成册，并不断增加一些新的问 
题； 2002年起又将手写稿不断完善成打印稿，当时都是为自己教学上的方便(有 
些难题同学问到，我们有时也难以当场作答)，从未打算正式出版。近年来，不少 
同学和青年教师口头或来信索要这份材料。经过反复和认真考虑，我们决定对原 
稿进行增删加修订，并交付出版。 

近世代数研究一般的代数结构，它是大学生代数训练的一门重要课程。这种 
训练不仅对于数学系学生是很基本的，而且由于数字计算和数字通信的发展，近 
世代数目前已成为通信和计算机科学的重要数学工具。目前我国高等学校近世 
代数的教学有很大改进和完善的余地。在代数研究方面有一定实力或教师梯队 
较强的高校，代数教学具有好的水准，学生受到较为充分的近世代数训练。而另 
有部分学校的近世代数为选修课，学时少并且没有后续课程，不少学生只是听到 

一 些莫名其妙的定义和定理，做一点形式逻辑的推导，没有领会到这门课程的真 
谛；并且在考试之后，就把学到的一点知识几乎忘光了 

对于二年级或三年级大学生来说，学习近世代数这门课普遍感到比较抽象， 

但是抽象恰恰是数学的基本特性 之一， 也是数学训练的一个重要方面。在这门课 

程中应当让学生学会抽象的思维方式，如何从许多具体的数学研究对象中提炼出 

它们的本质（群、环、域的定义)，并且从这些本质的共性中推导出其他共性（各 

种类型群、环、域的公共性质)，如何对研究对象进行合理的分类，学会不同研究 

对象之间的比较方式（即同态)，并以此来研究各种对象的代数结构。这些数学思 

考方式的训练不仅对整个数学领域是重要的，而且对于其他科学领域（乃至于社 
会生活）也是基本的。 

要使学生受到这种训练，首先需要大量的例子。在学习近世代数的时候，学 
生所熟悉的例子主要来自初等数论和高等代数。一般来说，高等代数的教学效果 
还可以，这门课提供向量空间和多项式环的例子，并且初步学习了抽象思考 方式: 
向量空间之间的同态（线性映射)，子空间和商空间，二次型的分类，实或复系数 
多项式的零点，带余除法和因子分解（这本质上是在讲 C [ x ] 和 R [ x ] 是主理想整 
环)。同时又使学生感受到这些抽象思考方式和方法是有 用的： 它给出线性方程 
组的完整解法，给出欧式空间中二次曲面的完整分类，也给出解一元高次方程的 
初步手段。另一方面，初等数论中的模 m 同余类环和它的可逆元构成的集合给 


o 



出有限交换群的例子，还是近世代数许多概念的源头（元的阶，循环群和它的生 
成元，环的直和-中国剩余定理等等)。由于多数学生事先没有初等数论的“代数 
化”训练，教师在课时本来就不多的近世代数课上先补授初等数论的相关内容， 
也很难使学生吃透。这本习题集的目的之一是给学生和教师提供更多的例子。除 
了原教材中的习题之外，这次出版前增加了不少我们认为有意义的新 例子； 每节 
前也加上了 “知识 要点' 由于有限域在理论和应用上的重要性以及它在学习过 
程中的有趣性，我们增加了 “有限域上的不可约多项式”和“有限域上的线性代 
数”两节。对由定义可直接得出结论的，只指出此点而未详述。 

我们还需要解决学习动机的 问题： 为什么需要学这门课程？善于思考的同学 
甚至会问：为什么非要研究群、环和域，而不研究其他的代数结构？在这个课程 
中，我们无法讲授群 、环、 域在物理和通信等方面的广泛应用，但是可以展示几 
何对称的群论意义，集合在群作用下的分类和计数。我们还可以做的，是讲述群 
的起源和它在数学发展中的作用，即域的 Galois 理论和用它来解决几个古代数 
学问题。这会使一部分学生欣赏到数学的优美，并且从历史中真切地认识到，除 
了应用的动力，数学本身的追求真 i 帝和完美也是重要和不可缺少的。可惜由于学 
时所限，上述精品内容在课上无法讲授。我们在习题中作了补充，例如对 Galois 
理论基本定理和代数方程根式可解性定理以习题的形式给出了 证明； 对于“同构 
延拓定理”，也以习题的形式给出了它的强形式。 

总之，这本习题集的出版，目的是帮助同学和年轻教师进一步了解近世代数 
的真谛，掌握它的思想和方法，提高抽象思维能力。对于只想走捷径、应付作业 
和考试的同学，它似乎没有太大的益处，因为要真正读懂这些习题的解答也需要 
认真思考。一个习题的解答通过简单的照搬，很难成为另一个习题的解答。 

北京师范大学张英伯教授仔细审阅了全书，给予热情支持并提出宝贵意见。 
北京航空航天大学李尚志教授和同济大学查建国教授一直关心此项工作。华东 
师范大学周青教授给予支持和关心。上海交通大学姜翠波教授和武同锁教授督 
促我们尽快完稿。2003年，当时的中国科学技术大学自动化系研究生胡可、计算 
机系研究生张大力、数学系本科生张伟、数学系研究生赵青、程智先后主动提出 
帮助打印本书最初的手写稿。中国科学技术大学叶郁教授和山东大学黄华林教 
授帮助校对。我们一并致谢！ 

作者欢迎读者提出宝贵意见。 


冯克勤于清华大学 
章璞于上海交通大学 

2009年1月10日 
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第一部分问题总汇 


第1章群 论 


§1集合与映射 

1.1.1. B , Ai (i € I ) 均是集合 n 的子集， 试证: 


iei 


iei 


( 2 ) bu^Qa^^bua,). 

(3) \^Ai = f ] Ai ， 

iei iei 

⑷ n a=lh 


iei 


iei 


iei 


1.1.2. 设 /: A 

⑴ / 为单射 4=^ 存在 
(2) / 为满射 W 存在 / i : S -^為 使得 //i 

1.1.3. 如果 /: 乂 
是一一对应，且 （5/)— 1 = / 


B 是集合的映射（八 S 是非空集合), 试证: 

A 使得 p / = 


B 


9 : 


1 b - 




C 均是一 k —^对应，则 g / : A 


B , g : B 


C 也 


- > 


- > 


-> 


g • 


l . l . 4 •设 A 是有限集，尸 04) 是 A 的全部子集（包括空集）所构成的集族. 
试证 | P (^)|-2^ I . 换句话说， n 元集合共有 2" 个不同的子集. 

B 是集合的映射.在集合 A 上如下定义一个 关系: 对任 
当且仅当 /( a ) = f { a f ). 试证这样定义的关系是一个等价 


1.1.5. 设/ : 4 

• #•: 

思 a, o/ € ^4, a 〜 

关系. 


— > 


1.1.6. 设為 B 是两个有限集合，则 

(1) A 到 B 的不同映射共有多少个？ 

(2) 4上不同的二元运算共有多少个? 

(3) A 到 B 的单射共有多 少个？ 


第一部分问题总汇 


.2 • 


1.1.7*. 证明等价关系的三个条件是互相独立的， g 卩：已知任意两个条件不 
能推出第三个条件. 


1.1.8*. 设 y 是数域上的线性空间，证明 y 有一组基. 

群的概念 

上三角非奇异复方阵的集合, p 是主对角线上的 
元都是1的上三角方阵的集合，运算定义为矩阵的乘法.试证 iv 和 p 都是群. 


1.2.1. 令 iV 是所有 


n x n 


1.2.2 •令 G 是实数对 ( a ，&)， a # 0的集合，在 G 上定义 ( a ， b )( c , d ) = ( ac , ad + 
6) •试证 G 是群. 

1.2.3 .令是任意一个集合, G 是一个群，⑺是到 G 的所有映射的集合. 
对任意两个映射 f ， geG n , 定义乘积/ 5 是这样的映射：对任意 aen , ( fg )( a ) 

f ( a ) g ( a ). 试证 是群. 




复方阵的集合，试证在矩阵的乘法 


1.2.4 •令 G 是所有秩不大于 r 的 
下 G 成 半群. 


n x n 


1.2.5. 举出一个半群的例子，它不是含幺 半群; 再举岀一个含幺半群的例子, 
它不是群. 


1.2.6*. (这可作为群的另一定义，即群的单边定义）设 G 是一个半群，如果 

( a ) G 中含有左幺元 e , 即对任意 a e G , ea = a . 

( b ) G 的每个元 a 有左逆 a -\ 使得 a - 1 • 

试证 G 是群. 


e . 


a 




1.2.7*. (这可作为群的另一 定义： 即群的除法定义）设 G 是半群，若对任意 
, 6 G G , 方程 a ; a 二6和 ay 二6在 G 内有解，则 G 是群. 


(这可作为有限群的另一定义）设 G 是一个有限半群，如果在 G 内 

可推出 x = y , 则 G 是群. 


1.2.8*. 

左右消去律均成立，即由 


或 


ax — ay 


xa 


ya 




1.2.9 •设 G 是含幺半群, a , beG . 

(1) 如果 a 有逆元 a - 1 , 则 a - 1 也有逆元且 ( a - 1 )' 1 = 

(2) 如果 a 和 b 都具有逆元，则 a & 也有逆元，且 ( ab )- 1 


H 是群的同态，则 f { i G ) - 1 h ； 且对任意 x e G 有 


1.2.10. 设 / : G 

f ( x ~ 1 ) = f ( xy \ 


1 . 2 . 11 . 对任意 aeG ， 


是群 G 的自同构当且仅当 G 是 Abel 群 


1 . 2 . 12 . 证明有理数加法群 Q 和非零有理数乘法群 Q * 不同构. 


1.2.13. 证明： 

( 1 ) 有理数加法群 Q 和正有理数乘法群 Q + 不同构. 

( 2 ) 实数加法群 R 同构于正实数乘法群 R +. 


1.2.14*. 在偶数阶群 G 中，方程 x 2 = 1总有偶数个解. 

1.2.15^. 令 G 是 n 阶有限群， S 是 G 的一个子集，|冽> I . 试证对任意 
g G G , 存在 a^b & S 使得 g 二 


1.2.16*. 求有理数加法群 Q 的自同构群 Aut(Q). 


1.2.17*. b 是含幺半群 G 中的元 a 的逆元当且仅当成立 a&a 


， ab 2 a — 1. 


a 


1.2.18*. 令 G 是 n 阶有限群， a l5 a 2 ，…，是群 G 的任意 n 个元，不一定 
两两 不同. 试证存在整数 p 和使得 a p a p+1 = 1 . 

1.2.19*. 群 G 的自同构 a 称为没有不动点的自同构，是指对 G 的任意元 

# 1 有 a ⑷如果有限群 G 具有一个没有不动点的自同构 a 且 a 2 = 1 ,则 
G 一定是奇数阶 Abel 群. 


1 . 2 . 20 * •设是群 G 的两个元，满足 ak 二 ba% a 3 - l ，& 2n - 1 = 1 . 试证 


§3子群和陪集分解 

1.3.1. 设 4 是群 G 的非空子集，试证乂是 G 的子群当且仅当对任意元 

,b e A , ab _1 G A (这也相当于克 4 


义). 


1 . 3 . 2 . 设群 G 中元 g 的阶 

且均为 g 的幂. 


( m ， n ) = 1 . 则 5 


ab, o{a) 


mn ， 






m, o{b) 


n ， 




1.3.3. 设群 G 中两个元 a " 可换 ，心） = m ， o (/ i ) 

的最大公因子和最小公倍数.则 


记 （ m ， n ), [ m ， n ] 


n. 




分别是 


m, n 


m. n 

m 


( 1 ) o{g n h^) 




(m ， n) ’ 

( 2 ) G 中存在阶为 （ m ， n ) 的元; 
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(3) G 中存在阶为 [ m ， n ] 的元. 


1.3.4. 设4是群 G 的有限子集，则4是 G 的子群当且仅当对任意元 a , 

b G - A , ab G A , 


1.3.5 .设 A , B 分别是群 G 的两个子群,试证是 G 的子群当且仅当 
AB 或 S A 利用这个事实证明群 G 不能表示成两个真子群的并. 


1.3.6 •设 S 是群 G 的两个子群，试证 AB ^ G 当且仅当乂 B =凡4. 


1 .3.7 .设 B 是群 G 的两个子群且 G = 如果子群 C 包含 A 则 C 

A(BnC). 


1 .3.8. 设 A 和 S 是有限群 G 的两个非空子集.若+ | S | 〉 | G |， 则 G 


AB. 


1.3.9. 设 A 和 B 均为群 G 的子群，则 

(1) g{A^B)=gA^gB, V 5 e G. 

(2) 若4和 B 均有有限的指数，贝！ ] 4门5也有有限的 指数. 


1.3.10. 如果丑是群 G 对于子群4的右陪集代表元系，则 iT 1 是群 G 对 
于乂的左陪集代表元系. 


1.3.11. 设乂彡 G , B^G. 如果存在 a , beG, 使得 二 则 A = B. 


1.3.12. 设 n > 2,则有限群 G 中有偶数个阶为 n 的元. 


1.3.13. &是群 G 的任意两个元,试证 a 和 a - \ 和 k 有相同的阶. 


1.3.14*. 设乂彡 G ， 试证 C g C g C g {A) = C g {A). 


1.3.15*. 试证有限群 G 的一个真子群的全部共轭子群之并不能覆盖整个群 
G. 结论对无限群是否成立？ 


1.3.16*. 设丑和 K 分别是有限群 G 的两个子群，试证: 


\HgK\ - \H\[K: mg^Hg] = \K\[H : H^gKg- 1 ]. 


1.3.17*. 设 A 是群 G 的具有有限指数的子群，试证：存在 G 的一组元 Pl , 
•，“它们既可以作为 A 在 G 中的右陪集代表元系，又可以作为4在 G 


52 , • • 



中的左陪集代表元系. 


1.3.18*. %G = GL(n ， C)，P 是主对角线上的元均为 1 的 
阵全体形成的 G 的 子群. 确定 A ^( P )， C c ( P ) 和 P 的中心 Z ( P ). 

1.3.19*. 设 G 是有限 Abel 群，试证分对应到#是 G 的一个自同构当且 

仅当 fc 和 | G | 互素 • 


上三角方 


n 乂 n 


1.3.20* •设 G 是奇数阶有限群 ， a e Aut ( G ) 且 a 2 = 1.令 


Gi={g e G I a ( g ) -= g }, G 


{ geG \ a ( g ) 


} 


9 






-1 


试证 ：G = GiG.i 且 G f | GU 


1.3.21*. 设群 G 的元 ai ， 勿，卜， & 2 满足 


o^ibi = a2 & 2 — b\a\ — &2^2 5 = a^ 1 = b 7 ^ = b 1 ^ 


其中 m 和 n 是互素的正整数.则 Oj \ ―― 0>2 , 5 z - = ^2* 


§4 循环群 


1.4.1. 证明 Euler 定 理：若 n 是正整数， a 是与 n 互素的整数，则，⑻- 
1 (mod n), 其中 p(n) 是 Euler 函数，即 ip { n ) 是与 n 互素的不超过 n 的正整数 

的个数. 


特别地，若 p 是素数，则得到 Fermat 小定理： a p = a (mod p), V a € Z 

1.42 •设 n 是正整数， 试证： 满足方程 
下是一个 n 阶循 环群. 


1的复数的集合 G 在通常乘法 


I . 4 . 3 •群 G 没有非平凡子群的充分必要条件是 G 二 {1} 或是素数阶循 


环群. 


1.4.4. ( 1 ) 设 a 和 b 是群 G 的兀，阶数分别是 n 和 m , ( n ， m ) = 1且 a & = 


求 \( ab )\. 


( 2 ) 设群 G 中元 p 的阶 o ⑷与正整数 n 互素，在⑷中求解方程， 


9 - 




1.4.5. 真子群 M 称为群 G 的极大子群，如果不存在 G 的子群 B 使得 M 
B < G . 确定无限循环群的全部极大子群. 


< 


1.4.6*. 如果有限群 G 有唯一的极大子群，则 G 是素数幂阶循环群. 
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1.4.7. 举一个无限群的例子，它的任意阶数不为1的子群都具有有限指数. 


1.4. 8.设 p 是一个素数 ， G {x eC I 存在正整数 n 使得= 1}，则 G 
对于复数的乘法作成群.试证 G 的任意真子群都是有限阶的循环群. 


1.4.9. 若群 G 只有有限多个子群，则 G 是有限群. 


1.4.10*. 有理数加法群 Q 不是循环群，但它的任意有限生成的子群都是循 


环群. 


1.4.11*. 在 n 阶循环群 G 中，对 n 的每个正因子 m , 阶为 m 的元恰好有 
p ( m ) 个，其中 ( p ( m ) 是与 m 互素且不超过 m 的正整数的个数.由此证明等式 

m\n 


n . 




1.4.12* .设 G 是一个 n 阶有限群,若对 n 的每一个因子 m , G 中至多只有 
一个 m 阶子群，则 G 是循环群. 


1.4.13*. 群 G 是循环群当且仅当 G 的任一子群形如 { p m | g G G }, 其 

中 m 是非负整数. 


§5正规子群和商群 

1.5.1 •令 G 是实数对 （ a ， 6 )， a 7 ^ 0带有乘法 （ a ， b )[ c ， d ) = ( ac，ad + b ) 的群. 

m£：K = {( l , b )\ beR }^ G 的正规子群且 G / K ^ R \ 这里 R * 是非零实数的 
乘法群. 


1.5.2 .设 G 是群 , N <M < G . 

(1) 如果 TV <3 G ， 则 iV < M . 

(2) 如果 N < M , M < G , N 是否一定是 G 的正规子群? 


1.5.3. 试证： 

(1) 群 G 的中心 Z ( G ) 是 G 的正规子群. 

(2) 群 G 的指数为2的子群 7 V —定是 G 的正规子群. 


1.5.4. (1) 设 iV < G，M 是 G 的子群且 7 V 彡 M •则 N G ( M)/N - N 万 ( M ) ， 
这里 G = G / N , M - M / N . 

(2) 设 / : G 

K = Ker /. 


H 是群同态 ， M ^ G . 试证 二 KM , 这里 


- > 
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(3) i ^ f：G 
除5的阶 • 


H 是群 同态. 若 g 是 G 的一个有限阶元，则/⑷的阶整 


) 


1*5.5. 设 M 和 AT 分别是群 G 的正规 子群. 如果 Mf]N = 1,则对任意 

G Af ， b G N 有 ab = ba . 

1-5.6. 设 JV < 是群 G 的任意一个元•若 5 的阶和 \ G / N \ 互素，则 


a 


g & N • 


1.5.7. 如果 G/Z(G) 是循环群，则 G 是 Abel 群. 

1.5.8 '用 1(G) 表示 G 的全部内自同构组成的集合.试证: /( G ) 彡 Aut ( G ), 
且 I{G) ^ G/Z{G). 

1.5.9*. 试证非可换群 G 的自同构群 Ant ( G ) 不是循 环群. 

特别地，若群 G 只有素数个自同构，则 G 是可换群. 

1 . 5 . 10 *•用 [ G ， G ] 表示群 G 的换位子群,即由所有换位子[ 5 , / I ] = ghg ^ h - 1 , 

g,h € G 生成的 G 的 子群； 记 GW = [ G ， G ], G ( n ) = [G(n-i) ?G (n-i) ]? Vn > 1 . 

则 G ⑻均是 G 的正规子群 ， V n 彡 1 . 

1.5.11. 设 iV < G ， Wn [ G ， G ] = { l } j ! jiV < Z ( G ). 


群 G 的非平凡子群 N 称为 G 的极小子群，如果不存在子群 B 使 


1.5.12*. 


得 1 g B § iV . 试证： 

( 1 ) 整数加法群 Z 没有极小子群. 


( 2 ) 有理数加法群 Q 既没有极小子群也没有极大子群. 


1.5.13* •设 a 是有限群 G 的自同构 • 令 J = {p e G | a ⑷ 
⑴若 |/|>^| G |， 则 G 是 Abel 群. 

( 2 )若 | J | = || G |, 则 G —定有指数为 2 的 Abel 正规子群. 

§6置换群 

1.6.1. 把置换 a = (456)(567)(761) 写成不相交轮换的积. 

1 . 6 . 2 . 讨论置换 


}• 试证: 


-1 


9 




2 


n 


••參 


n n 
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的奇偶性. 


个置换的阶等于它的轮换表示中各个轮换因子的长度的最小公 


1.6.3. 


倍数 • 


1.6.4. 设 a 二 （12 … n ) G &，证明： Cs n (( r ) = ( a ). 


1.6.5. 试证当 n 彡3时，中心 Z { S n ) = { 1 }. 


, (1 2 n ) 是 A 


1.6.6. 当 n 彡3时，试证 n — 2个3轮换（123)，（124)， 

的生成元. 


m m m 


1.6.7. 试证山 没有 6 阶 子群. 


1.6.8. 设 (Ji 和 (72 是中的两个偶置换.若 ai 和 0*2 在中共轭，则它 
们在八 1 中也一定共轭吗？ 


1.6.9*. 确定& 的全部正规子群. 


1 . 6 . 10 *. 试证： 

( 1 ) 对称群&是交错群戌 n 的子群. 

( 2 ) 每个有限群均是某个交错群的 子群. 


• n 、 的置换共有 n \/ Y [ i Xi Xi \ 由此证明 


1 . 6 . 11 *. &中 型为 l Al 2 A2 •• 


E 




X 


其中 A 取遍所有的型，即 A 取遍所有的数组 （ A l7 A 2 , …， A n ) ，人均为非负整数且 

满足 Ai + 2X2 + • • • + n\ n 


n . 




1.6.12*. 当 n 彡2时,试证 （12) 和 （123 … n ) 是&的一组生成元. 

§7群在集合上的作用 

1 . 7 丄设 G 作用在集合 S 上， X # 任意 a , beS , 若存在 g G G 使得 ga = b , 

l G b g . 换句话说,同一轨道中元的固定子群彼此 共轭. 

1 . 7 . 2 . 设群 G 在集合 S 1 上的作用是可迁的， N 是 G 的正规子群，则 S 在 
N 作用下的每个轨道有同样多的元. 


则 G 


二9 
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( Burnside 引理）设群 G 作用在集合 S 上，令 f 表示 S 在 G 作 

用下的轨道的 条数. 对任意 g e G ， F ( g ) 表示 S 在 g 作用下不动点的个数，即 
F ( g )^\{ xeS \ gx ^ x}litliE 


1.7.3*. 


jy( g ) 


geG 


G 


这就是说， G 的每个元在 S 上作用平均使得 t 个文字不动. 


求正四面体、正六面体、正八面体、正十二面体和正二十面体（如下 
图所示）的旋转群和对称群各有多少个元？ 


1.7.4. 


正四面体 (tetrahedron) 正六面体 (hexahedron) 


正八面体 (octahedron) 


正十二面体 (dodecahedron) 


正二十面体 (icosahedron) 


1.7.5* •设 p 是一个素数， G 是 P 的方幂阶的群.试证 G 的非正规子群的个 
数一定是 P 的倍数. 


1.7. 6 *.令 G 是一个单群，如果存在 G 的真子群 F 使得 [G : 別彡 4,贝 I ] 


G 3. 


1.7.7*. 设丑是群 G 的指数为 n<oc 的真子群，试证丑一定含有 G 的一 

个有有限指数的真正规子群. 

如果还有 | G | > n !， 则 G 不是单群. 

试证一般线性群 GL { nX ) 不含有指数有限的真子群 • 

1.7.9*. 求对 称群私 的自同构群 Aut (5 3 ). 


1.7.8*. 
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1.7.10*. 令 G 是阶数为 2 n m 的群，其中 m 是奇数.如果 G 含有一个 2 n 阶 
的元，则 G 含有一个指数为 2" 的正规子群. 


1.7.11*. 设 a 是有限群 G 的一个自同构.若 a 把每个元都变到它在 G 中 
的共轭元，即对任意 geG.gm a(g) 共轭，则 a 的阶的每个素因子都是 | G | 的 


因子 • 


1.7,12*. 设 p 是 | G | 的最小素因子.若 p 阶子群 A < G , 则 A 彡 Z ( G ). 
特别地， p - 群 G 的 p 阶正规子群含于 G 的中心. 

§8 Sylow 定理 

1 .8.1. 设 p 是 | G | 的素因子,则 G 有 p 阶元. 


1 在 G 中的解的个数是 p 的 


1 . 8 . 2 . 设 p 是 | G | 的素因子，则方程 


倍数 • 


1.8.3. 证明6阶非 Abel 群只有 


1.8.4. 200阶群有正规的 Sylow 子群. 


1.8,5. 确 定&的 Sylow 子群的个数. 


1.8,6 .设 P 是有限群 G 的 Sylow p -子群， N G {P) < G. 证明 P <] 


1.8.7. i^N 是有限群 G 的正规子群.若素数 p 和 \G/N\ 互素，则 TV 包含 

G 的所有 Sylow p - 子群. 


1 .8.8. ^ N 是有限群 G 的正规子群， jP 是 G 的 Sylow p - 子群.贝 1 J 

(1) iVpjjP 是 iV 的 Sylow p - 子群. 

(2) PNjN 是 G/N 饱 Sylow p -子群. 

(3) (N g (P)N)/N - N g/n (PN/N). 


1.8.9. 设 G 是集合 S 上的置换群， P 是 G 的 Sylow p -子群 ， a e S •若 
| | Ga |， 贝 ! lp m | | Pa |. 


V 


1.8.10. 确定恰有3个共轭类的有限非交换群 G . 


1 .8.11 .设 P 是有限群 G 的 Sylow p - 子群， H 是 G 的子群， P | 问.则存 

在 a e G 使得 aPf 1 f | 丑是丑的 Sylow p - 子群. 
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1.8.12. 24,36,48 阶群均 非单. 


1.8.13*. 确定 S 4 的自同构群 Aut (5 4 ). 


1.8.14*. 设 iV • •，巧是有限群 G 的全部 Sylow p - 子群.若对 i 妾 j，l < 

i O < j < : t, 总有 [ 巧：乃门巧 ]> p r ，则 /： 三 l(mod p r ). 


1.8.15*. 设 G 是集合 S 上的置换群, aGE, P 是固定子群 G a 的 Sylow p - 

子群， △ 是轨道 Ga 在 P 作用下的全部不动点的集合.证明在 △ 上的 
作用是可迁的. 


1.8.16*. 设 G 是24阶群且中心 Z{G) = 1 , 证明 G 兰 

§9自由群和群的表现 

1.9.1. 设 G “1 彡 i 彡 n ) 为群 ，况彡 仏则 

( 1 ) G\ x G2 — G2 ^ G\- 

(2) (GixG 2 ) x G 3 - Gi x (G 2 x G 3 ). 

(3) Z(G l x … x G n ) = Z(G0 x … x Z{G n ). 

(4) G ! 

(5) N x 

(6) iVi 

(7) 当爪 

( Gi / iVOx .. 


G n 为 Abel 群当且仅当每个 Q 均为 Abel 群. 


X … X 


• • x 7V n 彡 Gi x … X G n . 

• • x N n <\ Gi x -- 
• • x N n <3 G\ x • • 


x 


m 


G n 当且仅当对每个 i ，^ 

G n 时,⑹ x ••• x G n )/(7V! 


X • 


• X 


N n )^ 


X 


• X 


X 


• X 


« ♦ 


參 


( G n / N n ). 


• X 


1.9.2. 若 n 彡 3, 试问 x Z 2 与& 是否同构? 


1.9.3. 设 G = G x • • • x G n ， F 是 G 的子群.问丑是否一定形如丑 = 
.• x H n , 其中历彡 G ? 


H 


1 x - 


1.9.4. 设 xG 2 , i ^ 2. iMiE H ^ Z { G ). 

特别地 ，丑是 Abel 群. 


1.9.5. ^ G = Gi 


•. x G n ， 且对任意 i / j ， 码| 和 防| 互素.则 G 的任 
意子群丑都是它的子群 FflG ( i 二1，…， n ) 的 直积. 


X • 


1.9. 6 •设 G 是有限生成的自由 Abel 群， rank(G) 

的一组生成元，则 n > 


如果 


• ，是 G 


51， • • 


= V. 


V. 


1.9.7. 如果 n 是正奇数，求证 P 2ri ^ D ^ xZ 


2 • 
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汇 


L 9 . 8 •以 C * 表示非零复数乘法群， IR + 为正实数乘法群， R 为实数加法群， 
Z 为整数加法群，则 C * ^ R + x M /(2 ttZ ). 


1.9.9. 设 


为自然数，则 

(1) Z ni X Z n2 = Z niri 2 当且仅当(?2 15 71 2 ) 

(2) 如果 


几 1 ， • • • ？打 r 


••， n r 两两互素，则 Z ni 


• • x Z 




nir 


x • 


n 


"n 


2 


r 


1.9.10. 试证 7.11.13 阶群一定是循环群. 


1.9.11*. 试证5 • 7 . 13阶群为循环群. 


1.9.12* .设 G 和 G 2 是两个非交换单群，试证 Q x G 2 的非平凡正规子群 
只有 Q 和 G 2 . 


1.9.13*. 令 G =〈 51 ，仍,…，〜〉•如果 G 的子群 A 具有有限指数 m , 贝 I ] A 
可以由 2 nm 个元生成. 


1.9.14*. 试证： 定义关系为 


2 


=1 ， i 二 1 ，… ，n - 1， 

i 与 j 不相邻（即 一 1 )， 

2 ( 即 

的 n - 1个元 xi ,... 生成的群 G n 同构于对称群 


X ： 


I 


nr^ • rp . - rp . rp . 

山 2 山 7 — 山 7 山义 5 

= 1^ i < 




n — 


1.9.15*. 试证：对 n > 3,定义关系为 


3 


X 


2 


=1， i = 2,… ，n - 2 ， 

(XiXi^i) 3 = 1， i = 1, • • • 

(xiXj) 2 = 1, i = 1，…， n — 4, j > i + 1 


X ： 


l 


— 3, 


n 


的 n — 2 个元 


生成的群 Gn 同构于交错群 

§10有限生成 Abel 

1.10.1. 用不变因子的方式写出所有互不同构的360阶 Abel 群. 


^1， • • • , ^n— 2 


1 .10.2. 试证： 有限生成 Abel 群 G 是有限群当且仅当 G 的一组生成元均 
是有限阶元. 
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1.10.3*. 试证有限生成 Abel 群 G 是自由 Abel 群当且仅当 G 的每个非零 
元都是无限阶元. 


1.10.4* •设 Q + 是芷有理数乘法群， 试证： 

( 1 ) Q + 是自由 Abel 群， { p 丨 p 是素数 } 是它的一组基. 

( 2 ) Q + 不是有限生成的. 


1.10.5* •设 Q 是有理数加法群， 试证： 

( 1 ) Q 不是自由 Abel 群. 

( 2 ) Q 的任意有限生成的子群都是循环群，但 ( Q 不是循环群. 

1 . 10 . 6 •设 A 为有限 Abel 群，则对于 | A | 的每个正因子 d ， A 均有 d 阶子 
群和 d 阶 商群. 


1.10.7 .设 F 是有限 Abel 群 A 的子群，则有 A 的子群同构于 A / H . 

1 - 10 - 8 . 如果有限 Abel 群4不是循环群,则存在素数 P 使得 A 有子群同构 

于 = 7 Ly © Zp . 


试证：当 （ m , n ) = 1 时，的不变因子组为 { mn }; 而当 
( m ， n ) > 1 时， Z m ㊉ Z n 的不变因子组为 {( m , n ), [ m , n ]}. 

1 . 10 . 10 . 求 z 2 ㊉ z 9 ㊉ z 35 的初等因子组和不变因子组. 

试证非零复数乘法群 C * 的每个有限子群都是循环群. 


1.10.9. 


1 . 10.11 


儀 


1 .10.12 •设 G，A B 均为有限 Abel 群. 如果 G ㊉ A 兰 G ㊉ B ， 求证 A ^ B . 

1 . 10 . 1 3 * •设 P 是一个素数， z p3 ㊉ Z p2 有多少个沪阶子群？ 

1.10.14*. 设 G 是 n 个 p 阶群的直和，问 G 有多少个极大子群？ 

1.10.15*. 如果有限群 G 的每个极大子群都是单群且都在 G 中正规，则 G 
只能是 p 阶群，或 p 2 阶群，或柯阶循环群， p ， g 是不同的素数 • 

设 G = Z p ㊉ Z p , p 是素数,则 G 有;? 阶自同构 • 

1.10.17*. 设 | G | = p a q \ 

= 0 或 1 . 


1 . 10 . 16 *. 


Q 是不同的素数.若群 G 没有 p 阶自同构，贝 ！ J 
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§11小阶群的结构 


1 . 11 . 1 . 求认和 Q 8 的中心 Z ( D 4 ) 和 Z{Qs) 


1 . 11 . 2 . 每一子群都是正规子群的群称为 Hamilton 群.试证 Q 8 是（非交换 

Hamilton 


的) 


群. 


的子群丑 一 定是正规的. 


> 1 ，则阶为 


1.11.3 •设 |G 


n— 1 


= p , n 


P 


1.11.4*. 确定所有互不同构的 18 阶群. 


1.11.5*. 确定所有互不同构的20阶群. 


1 . 11 . 6 *. 设 p ， q 是两个素数， p < q . 试证：列阶非 Abel 群 G —定可以由下 
述生成元和定义关系给出： 


G — ( a , & | a v = \ = b q ^ a _1 &a = 6 r ), 


其中 r p 三 l(mod q ), q 不整除 


1, V 整除 - 1. 


r — 


1 . 11 . 7 * .设 p 是奇素数，试证/阶非 Abel 群 G 可以由下述生成元和定义 
关系给岀： 


( 1 ) G = { a , b \ dP 2 =妒=1， b- x ab = a 1+p ). 

(2) G =〈 a , &， c I a p = bP = cP = 1, ac 


cb = be , ab = bac ) 


ca ， 




§12 可解群和幂零群 


设 I W ( G ) 是 G 的内自同构群， /(—( G ) 是 I ^ l \ G ) 的内自同 构群. 


1 . 12 . 1 . 

试证： G 是幂零群当且仅当存在 n > 1 使得 = 


== 1 且 （ m ， n ) = 1 . 试 


1 . 12 . 2 . 设 a 和&是有限幂零群 G 的两个元， 

ilE ab = ba . 


1.12.3. 设 G 是有限幂零群，试 证： 

( 1 ) 如果 { 1 } 兴 iV <] G ， 则 7 Vf | Z ⑹ #{ 1 }. 

( 2 ) 设 G 是非 Abel 群， A 是 G 的正规子群集合中的极大元，且乂是 Abel 

群，则 C g (4 )=A 


1.12.4 .设 a ， &是群 G 的任意两个元.如果 a ， &和它们的换位子 [ a ， b ] 可交 
换，则对任意整数 m 和 n ， [ a m , b n ] = [ a , b } mn . 
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设 A ， S 是群 G 的两个子群， [ A ， s ] 表示由 {[ a ， b ]\ aeA , beB }^ 
成的群， ( A , B ) 表示由生成的群. 试证： 

(1) [ A , B ]<( A , B ). 

(2) 当且仅当 [ A , G ] ^ A 

(3) 如果 B < G 且 S <八则 A / B ^ Z ( G / B ) 当且仅当 [ A , G ] 彡 R 

1-12.6. 对任意群 G ， 定义 t \{ G ) = G , T 2 { G ) = [ G , G ]， 一 ^ 般地， v n { G )= 
[ r n - i ( G ), G ]. 试证： G 是幂零群当且仅当存在 n > 1使得 r n ( G ) - {1}. 

1.12.7. 求二面体群 Dn 的换位子群，这里 Dn = 〈 a，b 


1.12.5. 


= b 2 — 1, b~ x ab 


a 


a 


1 .12.8. 试证： 对称群私和&是可解群,但不是幂零群. 


1.12.9. 设 TV < G. 如果 AT 和 G / N 均为幂零群， G 是否为幂零群? 


1 .12.10 . 设 N < Z(G), 试证： 如果 G/N 为幂零群，则 G 为幂零群. 


1.12.11. 设 G = 试证 G / G ( 2 ) 兰 


1 .12.12 . 设4是群 G 的循环的正规子群.试证 A 和按元可交换，即对 
任意 ae A , x eG f 


， ax 


xa. 




1.12.13 •设 a 是群 G 的一个自同构.如果对任意 geG, g^a(g) e Z{G), 
则对导群 C 的任意元 a ， a ( a ) 


a. 




1.1 2 .14 .设 p ， g ， r 是三个素数，不一定不相同， mB pqr 阶群是可解群. 


1.12.15. 有限群 G 是可解群当且仅当 G 的合成因子均是素数阶循环群. 


1.12.16 .⑴求&的导出列、合成列和合成因子. 
(2) 求四元数群 Q 8 的所有合成列. 


1.12.17. 设 G 是沪阶非交换群， p 为素数.则 Z{G) = G^\ 

1.12.18. 求对称群^和交替群的导岀列. 


1.12.19. 阶为素数幂的群 G 是可解群. 


1 .12.20 . 对于有限群 G 来说,下述命题 等价: 
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( 1 ) G 是可解群，即有正整数 n 使得= { 1 }，其中是 G 的第 n 次 


导群. 


( 2 ) G 有终止于 {1} 的正规群列，即存在 G = G 0 > G 1 > ^>G 
Gi <3 G , 1 ^ ^ m , 使得每个因子群 Gi - i / Gi 均为 Abel 群，1 ^ i ^ m . 

(3) G 有终止于 {1} 的次正规群列，即存在 G = G 0 > G 1 >-^> G m = { l }, 
使得每个因子群 Gi ^/ Gi 均为 Abel 群， 1 O 彡 

(4) G 有终止于 {1} 的次正规群列，使得每个因子群均为素数阶循 环群. 

(5) G 有终止于的次正规群列，使得每个因子群的阶均为素数幂. 


{ 1 }，且 




m 




m. 


第 2 章环 论 


§1基本概念 


设 A 是 Abel 群， End(A) 是群 A 的全部自同态作成的集合.对/， 


2 . 1 . 1 . 
ge End ㈤ 定义 


(/ + P ) ⑷二 /⑷ + 5⑷, (/ • 5) ⑷=/(5⑷)， 


\f a e A. 


则 End(A) 对于上述运算是含幺环. 


2.1.2. (1)* 举例表明含么环中，一个左可逆元可以具有多于一个左逆. 

(2) 如果 a 是含么环中左可逆元，并且 a 不是右零因子，则 a 只有唯一的 


左逆 


2.1.3 .设 a 是环中非零元， 求证： 

⑴ a 不是丑中左零因子当且仅当由等式 M 


其中 6 ，c € i ? 可推出 


= ac , 


(2) a 不是丑中右零因子当且仅当由等式 


其中 &，c e i ? 可推出 


ca 


2.1.4. 设 n >2 为正整数， 求证： 

⑴环 Z n 中元5可逆当且仅当 ( a , n )- l . 

(2) 若 p 为素数，则 Z p 是域，若 n 不是素数，则不是整环. 


2.1.5. (1) 决定环 Z [ v ^ T ] 的单位群，证明此环为整环但不是域 • 

(2) 对于环 Z[^=3 } = {a + bV^=3 I a ? & GZ } 做同样事情 • 


S 为环的满同态.贝 IJ 


2.1.6. 设 i? 和 S 均为含幺环， / : R 

⑴/(1丑)=1义 

⑵设 Os # Is, 如果 a € [/⑻ ，则 /( a ) e U{S), 并且 /(a- 1 ) - / ⑷ ― 1 . 


- > 


设 G 是乘法群， i ? 为环.定义集合 R [ G ] - I r s 9 \ r 9 并且 

^gec 

只有有限多个〜/ o }. 规定 R [ G ] 中两个元和 Y ^ t 9 g 相等当且仅当 


2.1.7. 


geG 


geG 
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^9 = tg , \f g eG . 在集合 R [ G ] 上定义 


^2 r g9 + E^ = E + t g)9 

geG 


geG 


geG 


E r ^ E 


tg" l Sf. 


geG 


geG 


g^G \g f g"=g 


( 1 ) R [ G ] 对于上述加法和乘法作成环（叫做群 G 在环 i ? 上的群环). 

(2) R [ G ] 是交换环当且仅当 i? 是交换环且 G 是 Abel 群. 

(3) 若环 i ? 有单位元 1 R ，而群 G 的单位元为 e ，则是群环 R [ G ] 的 


幺元. 


(4) R 可以自然地看成是 R [ G ] 的子环. 

( 5 ) 设 G 是有限群，是交换环.求群环 R [ G ] 的中心 Z ( R [ G }). 

( 6 ) 是否为无零因子环？ 


2 .1.8. ( 1 ) 整数环 Z 的加法群自同构是否一定为环的自同构? 
⑵求 Z m 的全部子环和 Aut ( Z m )， 其中 m 为正整数. 


2 丄 9 . ( 1 ) 求 Q 的全部 子域. 

( 2 ) 求证 Q [ y /2 } = {a + bV 2\ a , beQ } 是实数域 R 的子域;并求 Q [ y /2] 的 


全部子域. 


( 3 ) 求 Aut ( Q [ v ^]). 


2 . 1 . 10 *. (1) 设 / e Aut ( M ) 

> /?,则 f ( a )> m . 

( 2 ) 求 Aut ( M ). 


P e R . 若 a > 0 ,则 f ( a ) > 0 . 从而，若 


a, 


a 


( 1 ) 可将复数域 ( C 嵌到环 M 2 ( M ) 中吗? 


2 . 1 . 11 . 


z w 


( 2 ) 令 L 


ecy 其中 id 为 W 的共轭复数，求证 L 是体 


—W 


Z 


并且同构于实四元数体 EL 


设 H 为环，如果每个元 aeR 均满足 a 2 = a ， 则称 i? 为布尔 (Boole) 


2 . 1 . 12 . 
环. 求证： 


(1) 布尔环丑必为交换环，并且 a + a = 0 R , V a G i?. 

( 2 ) 设 [/ 是一个集合， S 是 [/ 的全部子集构成的集族，即 S == {]/ | y g 
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对于 A , BeS , 定义 


A — B = { cgU \ ceA ^ J 3} 

A + B = { A ^ B )[ j ( B - A ), 
AB = Af ] B . 

求证 （ S ， +， •） 是布尔环.环 S 是否有幺元？ 


2.1.13*. 试证： 

( 1 ) 有限整环必为域. 

( 2 ) 只有有限个理想的整环丑是域 


M 组成的集合.定义 （/ + 

g ){ a ) = f { a ) + g ( a ), (/• flO ⑷=/⑷ • 5 ⑷，对于 /，p G C ( 1R)，a G M . 求证 C ( R ) 

由此成为含幺交换环.试问 C ( R ) 是否为整环？是否有幂零元？决定环 C ( R ) 的 
单位群. 


2.1.14. 以 C ( R ) 表示全部连续实函数/ : M 


2.1.15. 设乃为有限体，求证 


D\ — 




2.1.16 .设 G 为二元群，试决定群环 Z [ G ] 的单位群. 


2.1.17*. 设 a ， 6是含幺环 B 中的元，则1-以可逆<^1-&61可逆. 


2.1.18*. (华罗庚）设含幺环丑中元 a , 6 , 1 - ab 均为单位，则 a - 6 - 1 和 

(a - 6 -1 ) -1 


1 也是单位，且 


— a 


— 1 \ — 1 


((a — fo _1 ) 


= aba — a . 


— a 


2.1.19*. ( Kaplansky ) 含么环中某兀若有多于一个右逆，则它必然有无限多 


个右逆. 


2 . 1 . 20 *. (1) (华罗庚，19别设 L 是非可换体， a 是 L 中非中心的元，则 L 
由 a 的所有共轭元生成. 

(2) ( H . Cart an - R . Brauer -华罗庚）设 L 是体， K 是其真子体，且= 

K - { 0 } 是 L * 的正规子群，则 K 含于 L 的中心. 

§2环的同构定理 

2 . 2 . 1 .环丑中的元 a 叫做幂零的，是指存在正整数 m 使得 a m = 0 . 

⑴若 R 为交换环， a 和&均为幂零元，则 a + b 也是幂 零元. 
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( 2 ) 若丑不为交换环， （1) 中结论是否仍成立？ 

(3) 交换环丑中幂零元的集合 N 是 R 的理想，且商环 R / N 中只有0是幂 


零兀. 


设 J 是交 换环开 中的理想，求证集合 VI = {r e R \ 存在 n 彡1 
使得 ， e /} 也是环丑的理想. 

2.2.3. i^R 为环，集合 Z{R) ^{ceR\ 对于每个 r e 丑 


2 . 2 . 2 . 


} 叫做环 R 


， rc = cr 


的 中心. 


(1) 求证 Z ( R ) 是 R 的子环，但不一定是 i ? 的理想 • 

(2) 如果 P 为域，求证全矩阵环 M n (F) 的中心为 { aJ n \aeF}, 其中 J n 表 

示 n 阶单位方阵. 


(1)* 设丑 为含幺交换环，求证环 M n (R) 中每个理想均为形式 M n (I) 
其中 J 是丑 的某个理想. 

⑵若 P 为域，则 M n {F) 是单环. 

( 3 )设 J 是含幺交换环开中的理想，求证有环 同构： M n (R)/M n (I) 


2.2.4. 




M n {R/I). 


2.2.5. h h 均是环丑的理想，求证： 

(1) hh 也是环丑的理想，并且 A /2 g ii flh . 是否一定有 A J 2 二 A 门 J 2 ? 

( 2 ) / i +/ 2 也是环丑的理想,并且它恰好是包含 A 和 J 2 的最小理想. 

(3) 设 Ji = nZ ， J2 = mZ ( 
nmZ，/i + /2 — m ) Z ，IiClh ~ [^, m ] Z . 


^ 1) 是整数环 Z 的两个理想，求证 :Ah 


n, m 


? 


2.2.6 . 设 f •• R 
/(/) C J . 按以下方式作商环之间的 映射: 


S 是环的同态， J 和 J 分别是环丑和 S 的理想，并且 


f ： R/I—^ S/J 


[/ ⑷]， 


其中，对于 aeR, a = a + I R/I 中的元，而 [/ ⑷]=/⑷ + J 为 S/J 中 的元. 

(1) 说明7是定义合理的，且是环同态. 

(2) 7 :丑 A—^ A / 是环同构 
2.2.7. 设 f •• R 

者是嵌人. 


/( 丑) + e / = 5 并且/二/- 1 ⑺. 




S 是环的同态.如果 i ? 是体，求证/或者是零同态，或 


2.2.8. 设（/?，+，•）是含幺环.对于 a ， 6 Gi ?， 定义 a ㊉ b = a -\~ b \， 

ab +a+ b. 求证（丑, ㊉ ， ©) 也是含幺环，并且与环（丑，+， •) 同构. 


aQb = 
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2.2.9. 求证： 

⑴若丑是主理想整环，则开的每个同态像也是主理想整环. 
(2) Z m = Z/mZ (m ^ 1) 是主理想整环. 


2.2.10 .环 Z /3 Z 与环 Z /6 Z 的子环 2 Z /6 Z 是否同构? 


2.2.11~设 A ， …，4,…均是环丑中的理想，并且 /i C / 2 C • • • C 7 n C • • •. 

求证集合 J n 也是环 i ? 的 理想. 


0 


, fo,c G Z >是环 M 2 ( Z ) 的子环;试决定环 


求证 T 


2 . 2 . 12 *. 


T 的所有理想. 


§3同态的应用 

2.3.1 .设 i ? 为无零因子环（未必有单位元）且满足 pr 二 0, \/ r e R , 其中 p 
为素数.能否将只嵌到一个无零因子的含幺环 S 中，使得 S 的特征为 p ? 


2.3.2. 设 D 为整环， m 和 n 为互素的正整数， a，b G D . 如果 
b n , 求证 a = b . 


二 b m , 


求证: 


2.3.3. Ri (i e I ) 是一个非空的环族， i ? 

(1) 只为含幺环 每个及均为含幺环. 

(2) 丑为交换环 W 每个风均为交换环. 

(而）是丑中单位每个 A 均为 Ri 中 单位. 
(4) 若只为含幺环且/有限，则开中理想 A 均形如 I 


iei 


(3) 


戌，其中每个 


iei 


戍是及中理想. 


2.3.4. 设 均为环， R = J\R 


Ri(i e I )为正则投 

丑，使 


: R 


Z 5 兀 i 


iei 


M, (fi • s 

得对于每个 i e 均有 A # 


Ri (i e I ) 均是环的同态.求证存在唯一的环同态 f : S 






2.3.5. i ^ Ri(ie I ) 均为环， 求证: 

(1) ㊉ 私 = {㈤ eJlRi I 只有有限多个 xd 0} 是的 子环. ㊉ 及 

iei iei 

叫做环私 （《 d ) 的直和. 

⑵设 S 为环，对于每个 Ri 


iei 


iei 


㊉ 成 


S 均为环同态， A : Ri 


- > 


iei 
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是正则嵌入.则存在唯一的环同态 


©苑―义使得 


^ : 




iei 


2.3.6. 设 A ，... ，/ n 是环丑的理想，并且 

(1) A + • • • + / n — ^； 

(2) 对于每个2 (1 ^ ^ n ), Pl(/l + …+ / i-l + / i+l + • • * + In ) = (0). 

n 

求证丑兰 


2.3.7. 环 i ? 中元 e 叫做幂等元，如果 
则称 e 为中心幂等元. 

设 i ? 是含么环， e 为 R 的中心幂等元.求证： 

(1) 1 - e 也是中心幕等兀. 

(2) e 丑和 {l-e)R 均是丑的理想，并且 R^eRx(l~ e)R. 


如果 e 又属于环 i ? 的中心， 


2 


= e . 


2.3.8 .环 i ? 中畢等兀 ei , e 2 称为正交的，如果 己吻= 0 = 62ei . 设丑，私，… 

Rn 都是含么环，则下列两个条件 等价： 

( 1 ) R^Rx 

(2) R 具有两两正交的中心幕等元 

R = Ri (1 ^ i ^ n ). 


x R n ] 


x • 


» 


使得 ei + u . + ens ；^， 并且 


ei， … 


e 


e. 


2.3.9*. 设 i ? 是含幺交换环，巧，… ， P m 为丑的素理想而 A 为 R 的理想. 
如果 A G 巧 IJ ... UPm , 则必存在某个使得 A g 乃. 


2.3.10. 试证： 含幺交换有限环 i ? 的素理想 J 必是极大理想. 


2 .3.11•设 P 是含幺交 换环只 的素理想， ▲ ，…，4是丑的理想.如果 

戌，则 P 必等于某 个木. 


P = 




2.3.12 . 设 f •• R 

⑴ 若 P 是 R 的素理想并且 P 2圯则 f ( P ) 也是的素理想. 

⑶若 Q 是 5" 的素理想，则 f ~ 1 ( Q ) — {a ^ R \ f ( a ) G Q } 也是的素 


S 是环的满同态 ， K = Ker /. 求证: 


理想 • 


(3) 5中素理想与丑中包含 K 的素理想是——对应的. 
将素理想改成极大理想则以上三个论断也成立. 


2.3.13. 设 J 是环 i ? 的理想.求证 只 / J 中素理想均可写成形式 P //, 其中 P 
是 R 中素理想而且包含 J . 
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将素理想改成极大理想则此论断也成立. 


2.3.14. 设 m 彡 2, 试决定环 Z m = Z/mZ 的全部素理想和极大理想 • 

2.3.15. 设环开的加法群同构于有理数加法群 （ Q ，+)， 而乘法则定义为 M 
0, V a ， 6 G 凡求证 i? 没有素理想和极大理想. 


2.3.16. (1) 设丑 是含幺环，则丑的极大理想均为素理想. 

(2) 设丑 是主理想整环，则丑的任一非零素理想均为极大理想. 

(3) 设 P 为域，试问中哪些理想是素理想和极大理想？ 


2.3.17. 试证：有单位元的非零环 i ? 的任一真理想必包含于某一极大理想. 
特别地 ，丑 有极大理想（从而有素理想). 


§4各类整环 

2 . 4 丄 （1) 设丑为整环. 若⑼是 R 的非零极大理想，则 p 为不可约元. 
(2) 设 i ? 为主理想整环.若 p 为不可约元，则 〈 p 〉 也是只的极大理想. 


2.4.2 •设尺为整环，则 p 为素元当且仅 当⑼是 i ? 的非零素理想. 


2.4.3. (1) 设丑为整环.若 p 为素元，则 p 为不可约元. 
(2) 设丑为主理想整环.若 p 为不可约元，则 p 为素元. 


2.4.4 .设 a 为主理想整环 D 中的非零元.求证：若 a 为素元，则 D /( a ) 为 
域; 若 a 不是素元，则 D /( a ) 不是整环. 


2.4.5. 设 i ? 为整环， a ，& G i ?— {0}， 

(1) 若 a 为不可约元，则6也为不可约元. 

(2) 若 a 为素元，则6也为素元. 


6 ( 即 a 与&相 伴).求证: 


a 


r\j 


2.4.6. 设 R 为 UFD , a， &， c 为 i ? 中非零元.求证: 

⑴ ab 〜 （ a , 6) [ a , 6]; 

(2) 若 a I &c ， (a, &) = 1，贝 Ij a I c. 


2.4.7. 设 i ? 为 PID ， 求证: 

s 

(!) ( a ) n ( b ) = 〈[ M ]〉; 并且⑷门 〈&〉 = (a)(b) (a ， b) 

(2) 方程 ax + by = c^. R 中有解 (x ， y) 的充分条件是 （ a ， &) | c . 


1 . 




2.4.8. 如果 D 为整环但不是域，则 D [ x ] 不是主理想整环. • 特别地，不 
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总汇 


是 PID . 


2.4.9. 证明 ] 是 ED ， 从而是 UFD •而 Z [^3 ] 不是 UFD . 

2.4.10. 设 D 是 PID , E 为整环，并且 D 是 E 的子环， a , beD ~{0}. t \\ 
果 d 是 a 和6在 D 中的最大公因子,证明 d 也是 a 和6 在五 中的最大公因子. 


2.4.11. 求 50 和 19 +在 Z 闵中的最大公因子. 

2.4.12*. i^a + bie Z [ i ], Ka 2 + b 2 


p 为素数，贝 I ] Z [ i]/〈a + 6 i 〉 兰 Z p . 




§5 多项式环 

2.5.1. 试决定环 Z [ x ] 和 ( Q ㈤ 的自同构群. 


2.5.2. 如果 co, …， c n 是整环 D 中两两相异的 n + 1 个兀， do, … ， d n 是 D 

中任意 n + 1 个元，求证： 

(1) 在 D [ x ] 中至多存在一个次数< n 的多项式/( X )，使得 f ( a ) = di (0 ^ 


% ^ n ). 


(2) 如果 D 为域，则 （1) 中所述的多项式是存在的. 


2.5.3. 2 x + 2在 Z [ x ] 和 Q [ x ) 中是否为不可约元？ P + 1在剛和 C [ x ] 中 
是否为不可约元？ 


2.5.4. 设 D 和五为整环， DCE , f ( x ) e D [ x ], f ( x ) 在 E 中的一个 

根.利用形式微商确定根 c 的重数. 


设 F 是域， f ( x ) e F[xl 

并且根 Q 的重数为= 1，… 


•， c m 是/ ㈤ 在 P 中两两相异的根， 

求证 Ai + • • • + A m ^ deg / . 

2.5.6. 设 f 二 ^ u i x i e Z [ x ] 为首1多项式， p 为素数，以5表示 a G Z 在环 
的自然同态 Z — 、 lu v = Z / pZ 之下的像，而令 f ( x ) = ^ uix 1 G Z p [ x ] . 求证： 

(1) 如果对某个素数 p ， 了 ( x ) 在 Z p [ x ] 中不可约，则/ ㈤ 在 Z [: r ] 中不可约. 

(2) 如果/ ㈤ 不是 Z [ x ] 中首1多项式，试问⑴中的结论是否成立？ 

2.5.7. 设 D 为 UFD ， F 为 D 的商域，/⑷为 D [ x ] 中萆1多项式 • 求证: 

/ ㈦ 在中的每个首1多项式因子必然属于 D [ x ], ' 


2.5.5. 


ci 


, m. 


2.5.8. 设 i ? 是含幺交换环 ，/㈨ 

•， a n 均是邵 r ] 中的幕^元. 


G i ?[ x ]. 贝 IJ / G U ( R [ x }) ^=> a 0 e 


U { R ), 并且 


dir 9 
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2.5.9*. (Eisenstein 判别法的推广 ） 设 J (: r) = > : G Z[x ， deg f 

K , a 1? …， a n ) = 1. 如果存在素数 p 和整数 A : (0< k ^ n ), 使得 

P\(^k, P I ai (0 彡 —1 )， p 2 { 

求证 /( x ) 在 Z ㈤ 中必存在次数 > fc 的不可约因子. 

2.5.10 .将 


ao , 


1 (3 彡 n 彡 10) 在 Z [ x ] 中作素因子分解. 

2.5.11. 设 D 为整环，/( X ) G D ㈣ ， ce D, g(x) = f{x + c) G D[x}. 求证: 

⑴ /( x ) 在 ^\ x \ 中本原 〆 $) 在 D [ x ] 中 本原. 

(2) / ㈤ 在 D [ x ] 中不可约 w p ㈤ 在 D [ x ] 中不可约. 




2.5.12. 设丑为 任意环，定义集合 


丑 [W] = s XI anxU 


G R, 


0,1，2,…>， 


n 




n =0 


每个元 ^2 


叫做上关于 a ： 的形式幂级数.定义 


E a n x n + ^ 6 n x n 二 ^(a n + b n )x n , 

(J2 a nX n )C£bnX n )=Yl 

0, l ,2 r ... 求证： 

(1) i ?[[ x ]] 对于上述加法和乘法形成环，叫做环 i ? 上关于: r 的形式幕级 


c n x , 


ai bj 


其中 


Cn = 


n 二 


? 


i+)=n 


数环. 


(2) 若丑有幺元1，则 1 也是 R [[ x }} 的幺元•若 i ? 为交换环，则 R [[ x ]] 也是 


交换环. 


(3) 多项式环 i? [: r] 自然看成是 R[[x}} 的子环. 

(4) 设 i? 是含幺交换环， /(x) = ^ 


e 风[: r ]] •贝 IJ 


f{x) G U(R[[x]]) ao E U(R). 

(5) 若 a 0 在只中不可约，则 /(x) 在 R[[x}} 中不可约. 


2.5.13. 设 F 是域， 求证: 
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(1) 环 F [[ x }} 只有一个极大理想 M ， 并且 F [[ x ]} 中全部理想为 M”（n 
0,1，2,…），其中规定 M 0 = F [[ x }]. 并且当 n # m 时，# M m . 

(2) F [[ x }] 为主理想整环，从而为 UFD . 


+ 1 是否为环和 Z [[ x ]] 中单位? x 2 + 3 x + 2 是否为和 


2.5.14. 

Z [[ x ]] 中不可约元? 


2.5.15* •设 /( x ) 是 Q [ x ] 中奇次不可约多项式， a 和是/⑷在 Q 的某个 
扩域中两个不同的根.求证 a + P ^ Q . 


设 fc 是域， /( Il ， Z2 ) 和 g ( xi , X 2) ^ k [ xi , X 2 ] 中两个互素的多项 


2.5.16*. 

式.求证在 A : 的任意扩域中 /( xi , X2 ) = 0和 g ( xi ^ X 2) = 0均只有有限多公共解 


(x 1 ,X 2 ). 


第 3 章域 论 


§1域的扩张 


3.1.1. 设 K / P 为域的扩张, 求证： 

⑴若 [K : P ] 是素数，则 K = F ( u ), 其中 u 是 K 中任一不属于 F 的元. 
(2) 若 ueK 是 F 上奇次代数元，则 F ( u ) = F ( u 2 ). 


3.1.2. 求元 a 在域 F 上的极小多项式，其中 

\/2 4- \/3, F = Q (\/6); 

V^+x/3, F-Q(V2); 

V ^2 + \/3, = Q . 

3.1.3. 设 W 属于 F 的某个扩域，并且 w 在 F 上代数.如果 /( x ) 为 u 在 F 
上的极小多项式，则/ ㈤ 必为 Fb ] 中不可约多项式.反之,若/ ㈤ 是 F [ X ] 中 
首1不可约多项式，并且/(4 = 0,则/( ㈨ 为 U 在 F 上的极小多项式. 

3.1.4. 设 w 是域 i ? 的某扩域中的元，并且 
式. 对于 m | n ， 求在域 P 上的极小多项式. 

3 .1. 5 . 设 K / F 为域的代数扩张, D 为整环并且 FCDCK , 求证乃为域. 
3.1.6 •设 K/F 为域扩张， aeK . 若 aG 


⑴ 


( 2 ) 


(3) 


是 u 在 P 上的极小多项 


> 1，则 a 在 P 上代数. 


m 


3.1.7. u 是多项式 x 3 - 6 x 2 + 9 x + 3的一个实根. 

(1) 求证 [ Q(iO : Q ] = 3; 

(2) 将 u 4 ， ( u + l )~\ ( 


+ 8) -1 表 7 K 成 1， 

/ 

3.1.8 .设 p 为素数，求扩张 Q(e，)/Q 和 Q(e^)/Q 的次数. 

/(x + 1). 求 mx ): Q ( u )}. 

3.1.10. (1) 设 K / F 是域的扩张，求证 ikT = {a e K | a 在 P 上代数 } 为 K 

的一个包含 P 的子域（称作 P 在 K 中的代数闭包). 

( 2 )设 K / F 为域的扩张， K 是代数封闭域.则⑴中的域 M 是 P 的一个代 
数闭包（即 M 是代数封闭域且 M / F 是代数扩张). 

— •设 M / F 为域的扩张， M 中的元％ r 分别是 F 上的 m 次和 n 次代 

数元 • K = F ( u),E = F [ v ). 求证： 


2 


的 Q - 线性组合. 


U, U 




3-1.9. 设 x 是 Q 上的超越元， 


3 
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(1) [KE : F ] < 

(2) 如果 （ m ， n ) = 1，则 [KE : F 


mn ; 


3.1.12. 试证关于域 K 的以下四个命题是等 价的： 

(1) K 为代数封闭域； 

(2) K [ x ] 中每个次数> 1的多项式在 K [ x ] 中均可表示成一些一次多项式 


的乘积; 


(3) K [ x ] 中每个次数> 1的多项式在 K 中均 有根; 

⑷ f ( x ) 为 K [ x ] 中不可约元 degf ( x ) = 1. 


3.1.13. 设 K = Q ( a ) 为 Q 的单扩张，其中 a 在 Q 上 代数. 求证| Aut ( K )| ^ 


[K:Q\. 


3.1.14. 给出域扩张 K / F 的例子，使得 K = F ( u ， v ), u 和 u 均是 F 上超越 
元，但是 K 笋 F(x u x 2 ), 其中 F(x u x 2 ) 表示 P 上两个独立的不定元 
有理函 数域. 


的 


Xl, X 2 


3.1.15. 如果 u 是 K 上关于文字 

))，但是 uiK , 求证 u 在 K 上超越. 


的有理函数（即 u e K (: rh •. • 


$1,… 


设 K 是域，: r 是 iiT 上的超越兀，16 G K { x )^ u 朱 K . 求证 t 在域 


3.1.16 . 

K ( u ) 上代数. 


3.1.17 •设 E/F 是域的扩张，如果对每个元 aeE , a ^ F , a 在 P 上均是 
超越元，则称 E / F 为纯超越扩张. 求证： 

(1) P ( x )/ F 是纯超越 扩张. 

(2) 对于任意域扩张 E / F , 求证存在唯一的中间域 M , 使得 E/M 为纯超越 
扩张，而 M / F 为代数扩张. 


§2分裂域 

3.2.1. 写出二元域 Z 2 二 Z /2 Z 上一个二次不可约多项式 /( x ) •将 /( x ) 的 
个根添加到 Z 2 中，写出域 Z 2 ( u ) 的全部元以及它们的加法表和乘法表. 


3.2.2 •设 /( x ) 是 K [ x ] 中多项式 ， deg f ( x ) = n > 1. 求证存在 K 的某个扩 
域 E ， 使得 [ E : K ]^ n !, 并且/⑷在 E ( x ) 中分解成 n 个一次多项式之积 • 


3.2.3*. (1) 设 n 是正整数，域 P 的特征为零或与 n 互素.则多项式 

1在 F 上的分裂域的任 


-1 G 


在 K 中的根集 G 是 n 阶循环群，其中 K 是 
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一^扩域. 


(2) 域的乘法群的任一有限子群均是循环群. 


设 F 是特征不为2的域，求证 P 的每个二次扩张均有形式 F { y / d ), 


3.2.4. 

d e F , 如果 charF = 2,结论是否成立? 


3.2.5 •设 F 为域, ceF , p 为 素数.求证: # - c 在 F ㈤ 中不可约 ㈡ x p 
l £ F 中无根. 


—c 


3.2.6*. 设 F 是特征 p 域, p 为素数， CGF . 
(1) 求证：# 


在 F [ x ] 中不可约 ^ x p 
(2) 如果 char F 二0,试问⑴中结论是否仍旧成立? 


在 P 中无根. 


_ X — C 


— X — C 


3.2.7*. i ^ F 为域， E 是 P ⑷中 n 次多项式/⑷在 F 上的分裂域.求证 

E : F ] n \. 


3.2.8 . 设 E 为 

Gal (五 / Q ). 


8 


1在 Q 上的分裂域•求 [E : Q ]， 并决定 Galois 群 


X 


§3有限域的结构 


3.3.1. (1) 列出 Z 2 上全部次数小于5的不可约多项式. 
(2) 列出 Z 3 上全部2次不可约多项式. 


3.3.2. 构作一个8元域，并指出它的加法法则和乘法法则. 


给出9兀域 Z 3( U ) 和9兀域 Z 3( r ) 之间的一^个同构，其中和 r 分 
别是 Zs [ x ] 中多项式 x 2 + l 和 x 2 + x + 2 的根 • 


3-3.3. 


3.3.4. (1) 泸元域 F 中的 u 是否一定是乘法循环群 F * 的生成元? 

(2) 若 n 和 W - 1均是素数，2。元域 Z 2 ( u ) 中的元 w 是否一定是其乘法循 
环群的生成元？ 


F q [ x ] 中 n 次首1不可约多项式 /( x ) 称为 F q [ x ] 中的 n 次本原多项 
式，如果 /( x ) 的某一根 u 是域 F q { u ) 的乘法循环群的生 成元. 

(1) 证明 x 4 + x + l^J Z 2 [ x ] 中本原多项式. 

(2) 列出 I 6 元域 Z 2 ㈦ 中（唯一的) .4 元子域 F 4 的全部元，这 里从是 

+ x + 1 G Z2 [工]的 ^^ 个根. 

(3) 求出 M 在4元域上的极小多项式. 


3.3.5. 


4 
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3.3.6. (1) 证明: c 4 + : r 3 + x 2 + + 1为 Z 2 [ x ] 中不可约多项式但不是本原多 


项式 • 

(2) 令 ? i 为 x A + X 3 + x 2 + x + 1 G Z2 [x] 的一个根，试问 F 

元是 F 16 的乘法群的生成元？ 


Z 2 ( u ) 中哪些 


16 — 


3 .3.7. 设 F 为 q 元域， q = p n ， p 为素数，丑是 Aut ( F ) 的 m 阶子群， K 

{aeF\ 对每个 aeH, a(a)=a}. 求证: 

(1) m | n ; 

(2) K 是 F 中唯一的 p n / m 元 子域. 


3.3.8. 求证： 

(1) Fpn D Fpm m/n . 

(2) 设 F p n 2 F p m ， 令 G = {a G Aut ( Fpn ) | 对每个 d & F p m ， = tt }， 则 

G 是 n / m 阶循环群. 

3.3.9. 求证： 代数封闭域必是无限域. 


求证：域 P 是有限域当且仅当 F 的乘法群 P 是循环群 


3.3.10 


是奇数.若 a 2 + 6 2 + = 0,贝 lj a = 6 = 0. 


3.3.11 *. 设 a，b e F 2 


， n 


3 .3.12*. 设 F 是有限域， a,b e F *. 求证：对每个 c G F , 方程 ar 2 + 
在域中均有解 

特别地，有限域的任意元均可写成两个元的平方和. 


2 — 


1 在 F 上的分裂域.求证： [ E : F ] 


3.3.13*. 设 F = F g ，（ n ， q ) = 1 ， E 为 

是满足 n |(^- l ) 的最小正整数 A :. 

3.3.14*. 设 c e F g *， m 为正整数.则 

(1) 方程 

(2) 若 

(3) 中恰有 

(4) F q 中任一元均是中某一元的 m 次幂当且仅当 （g - l , m ) = 1. 
3.3.15' 设 g 为素数幕, 求证： 

(1) 有限域&的所有元之和为零,其中 q ^2. 

(2) i ^ q - l ^ ds . d , s 均为正整数且 s > 1，则」(唯一）的 s 阶子群的所 
有元之和为零. 


X 




在 G 中有解当且仅当 cli 


-l ， m) 


= c 


* F q 中有解，它恰有 （g - l , m ) 个解. 

q — 1 
(g- l ， m) 


在 A 中有解. 


个元 c ， 使得方程 
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(3) 设 m 为正整数，贝 IJ 


1 ， (g - 1) | m, 

0， (q 




E 


CL^Fq 


§4 有限域上的不可约多项式 

对每个正整数 n ， F q [ x ] 中必存在 n 次不可约多项式. 

是 F q [ x ] 中所有次数整除 n 的不可约首1多项式的 


3.4.1. 


3.4.2*. 多项式 W 


乘积. 


特别地， A 上任一 n 次不可约首1多项式均是 M 


的次数最高的不可 


约因子. 


3 A 3 .设/⑷是 F q [ x ] 中 n 次首1不可约多项式， u 为 /($) 的一个根•则 

(1) f ( x ) 共有 n 个彼此不同 的根： 

(2) n 是使得 u qTl ~ l = 1的最小正 整数. 

(3) 设丨是 u 的乘法阶，则 n 是使得 l \ q n - l 的最小正 整数; 且 / Or ) 的任 
一^根的乘法阶均为 L 


u q , • • • , u q 


3.4.4. 求证： a ; 5 


+ 1是 Z 3 [ x ] 中的本原多项式. 


3.4.5*. (1) 设/⑷是 F q [ x ] 中 n 次首1不可约多项式.若/⑷的一个根 

u 为域 F q ( u ) 的乘法循环群 F ； ( u ) 的生成元，则 /( x ) 的每个根也都是 G ⑷的 
生成元. 


(2) 巧 ㈣ 中 n 次首1不可约多项式 /( x ) 称为 F q [ x ] 中的 n 次本原多项式， 
如果 / Or ) 的某一根 m 是域 F q ( u ) 的乘法循环群的生成元.证明 F q [ x ] 中共有 

响 71 — 1) 


个 n 次本原多项式,其中 p ( n ) 是 Euler 函数（即 ip ( n ) 是小于 n 的正 

整数中与 n 互素的正整数的个数). 


3.4.6*. 求证：当 n > 3时, 


+ 1是 Z 2 [ x ] 中可约多项式. 


3.4.7*. Mobius 函数 " ： N 


{0,1,-1} 定义如下: 


若 


1 


若 n 被素数的平方整除， 

(-1 广，若 n 是 r 个互异的素数之积. 


- < 0 , 


则 
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⑴ " 是积性函数，即：若 n 和 m 是互素的正整数，则 / n ( mn ) = "( m )"( n ). 
(2) 对于任一正整数 n 有 


E "⑷ = E 




d 


0 ， n > 1- 


d\n 


d\n 


(3) ( Mobius 反演律）设丑和 A 均为正整数集 N 到 Abel 群 G 的映射 （G 

的运算用加法表 7 K ). 若 


H ( n ) = J ^ h ( d ) 


，V n G N, 


d\n 


则 


♦) = E " G ) 丑⑷ = E " ⑷丑 G ) 


,V n G N; 


d\n 


d\n 


反之亦然. 


3.4.8*. 求证： 有限域 F q ± n 次首 1 不可约多项式的个数 N q ( n ) 为 

〜㈤ = $!>(¥ = 这 " G) 


d 


q • 


d\n 


d\n 


§5 有限域上的线性代数 


3.5.1. 以下方阵的集合 


b，c e F q 


0 


0 0 1 


对于矩阵的乘法作成 g 3 阶非 Abel 群. 


3.5.2*. 求有限域&上 m (m > 1) 次一般线性群 GLm ( F q ) 的阶. 
3.5.3*. 求有限域 F q 上 m ( m 彡 2) 次特殊线性群 5 L m ( F ,) 的阶 • 


3.5.4*. 证明有限域 F q 上 m (m > 1) 维线性空间 F 有 s 组（两两不同的) 


基，其中 


( q m - l )( q m _ q ) … （ q m _ q 171 — 1 ) 


ml 


3.5.5. 有限域 F pn 作为其子域 F pd 上的线性空间，有多少组（两两不同的) 


基? 




33 . 


求证：有限域 F q 上 m ( m 彡 1) 维线性空间 F 的 i (1 彡 t 彡 m ) 维 


3.5.6*. 

子空间的个数为 


( g m — l )( q m — q ) … ( g m 

( q t - 1)(^ ~ q )--( q t - q ^ 1 ) • 


— q 


3.5.7. i ^ q 是非零实数且非单位根，证明 
( g m - l )( g m — 

- i)<y - q) … （f -q^ 1 ) 


m—t — 1 


(q m - — q) … （q 171 — q 

( q 爪- 1 - q) … （q 


-q 


_ qTTI — t — 1 ) 


m—t 


由此即知：有限域 F q 上 m (m 彡 V ) 维线性空间 V 的 f (1 彡尤< 
子空间的个数等于1/的 


1) 维 


m — 


t 维子空间的个数. 


m — 


3.5.8. 将有限域看成其子域上的 m 维线性空间，则 
⑴有限域有多少个 f (1 < f 彡 m ) 维 iV 子空间？ 

(2) 有限域有多少组含有个元的 iV 线性无关向量组? 

设 G 为 Galois 群 Gal ( F n / F q ). 对于每个 a G ,，令 


3.5.9*. 


T ( a ) = cr ( a ), N ( a ) = JJ cr ( a ). 


crGG 


aeG 


求证: 


F q 是 F q - 线性满射. 

F ： 是乘法群的满同态. 


(1) T : F q 

(2) n ： r q 


n 


* 


Q 


n 


求群 G = d n ( Z p ) 的 Sylow p -子群的个数 • 


3.5.10*. 


3.5.11*. Dedekind 引理： 设 E 是任一域，则 Aut ( E ) 的任一有限子集是 

E - 线性无关的，即对于 Aut ( E ) 的任一有限子集 A 如果^ f ( a)a = 0,其中 
f ( a ) G £■, V (7 G fi ， 贝!] f ( a ) — 0, V cr G fi . 

§6 可分扩张 

3.6.1. 设 F . 是特征为 0 的域，/⑻为 F [ x ] 中正次数首1多项式，伞 )= 

( f ( x ), f ( x )), 其中尸⑷是/⑷的导数.求证：分 ㈤ = f ( x )/ d ( x ) f ( x ) 有同样 
的根，并且 〆 x ) 无 重根. 


a^Q 


3.6.2. i ^ F 是特征为 p 的域 ( p 为素数)， /( r ) 为 P ㈤ 中不可约多项式.求 
IB f ( x ) 的所有根均有相同的重数，且这个公共重数有形式 p e ( e 彡0). 
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设 P 是特征为 p 的域 （ P 为素数)， E / F 为代数扩张. 求证： 对每个 
eE 均存在整数 n >0,使得在 P 上可分. 


3.6.3. 


a 


3.6.4. 设有域扩张 K / F , char F = p , a e K . 则 a 是 F 上的可分元当且仅 

当 F ( a ) = F ㈣ • 


3.6.5*. 设 a 在 F 上可分，在 F { a ) 上可分，则在 F 上 可分. 

3.6.6*. ⑴设 E / F 为代数扩张， S 是 E 的子集. 证明： F ( S )/ F 是可分扩 
张当且仅当 S 中元在 P 上都是可分的. 

(2) 若％ 0 在 F 上可分，则 a±/5 ， a/5,_ (/3#0) 均在 F 上可分. 

(3) F 上可分多项式在 F 上的分裂域在 F 上可分. 

⑷若 E / K 和 K / F 为可分扩张，则 E / F 为可分 扩张; 反之亦然. 


3.6.7*. 同构延拓定理的强形式 设 


F f 是域同构， /( t ) 


• + a # + a 0 是 F [: r ] 中的正次数多项式， 五和 W 分别是/⑷在 F 

上和 f a ( x ) = a ( a n ) x n + cr ( a n _ i ) x n ~" 1 + …+ a ( ai)x + cr ( a 0 ) 在 上的分 裂域. 

则 a 可延拓成域同构五 




^ 71 — 1 ^ 


• 學 


这种延拓的个数 m 满足1 < m < [E : F ]. 
而且 m = [E : P ] 当且仅当 /( x ) 是 F 上的可分多项式. 


3.6.8. 设 E = F p ( x ， y)，F = F p ( x p ， y p ), 其中 F p 为 p 元域， x，y 是 上 

的超越元.求证： 

(1) [E : F ] = p 2 . 

(2) E / F 不是单扩张. 

(3) 五 AF 有无限多个中间域. 


3. 6 . 9 . (1) 若 E / F 为代数扩张， P 为完全域，则 E 也为完 全域. 

(2) 若 E / F 为有限扩张， E 为完全域，问 F 是否也为完全域？ 

( 3 ) 若 E / F 为有限生成扩张（不必为代数扩张) ，五 为完全域，问 F 是否也 
为完全域？ 

(4) 若 E / F 为有限扩张， E 为完全域，问 F 是否也为完全域？ 

(5) 若 E / F 为代数扩张（不必为有限扩张)， E 为完全域，问 P 是否也为完 


全域? 


§7正规扩张 

3.7.1. 设 E = Q ( a )， 其中 a 3 + a 2 — 2 a — 1 = 0. 求证: 

2 x - 1=0 的根. 


2 


2也是: r 3 + 


2 


⑴ 


a 


x 




•35 - 


(2) 五 / Q 是正规 扩张. 


3.7.2 .设和 K / F 均是正规扩张， 求证: EK / F 也是正规扩张. 


3.7.3. 域的二次扩张 E / F 必是正规扩张.试决定二次扩张的 Galois 群. 


3.7.4. (1) 如果 E / M 和 M / F 均是域的正规扩张，试问 E / F 是否一定为 
正规扩张？ 

(2) 如果 E / F 是正规扩张， M 是它们的中间域，试问 E / M 和 M / F 是否 
一^定为正规扩张？ 


3.7.5* .设 E / F 为有限代数扩张.求证： E / F 为正规扩张 M 对于中 
任意不可约多项式/卜)，/(4在五 N 中的所有不可约因子均有相同的次数. 


3.7.6*. 设 E / F 为有限正规扩张， G = Gal (£；/ P)，Af 是 E / F 的中间域.贝 lj 
M/F 是正规扩张当且仅当 a(M) = M ，y a eG. 



第 4 章 Galois 理论 


§1基本定 J 


4.1.1. 求证： 

(1) Gal(E / -）： Q 

Gal(^/M!) D Gal(E/M 2 ); 若丑 i G 丑 2 ,则 2 Inv(F 2 ). 

( 2 ) (作用 3 次等于作用 1 次）对于 Men , a er 有 


r 和 inv : r 


^是反序的映射，即若奶 g M 2 , 则 


Gal ( E / luv ( Gal ( E / M ))) = Gal(£'/M), Inv(Gal(£y Inv(i^))) = Inv(i ： r). 


4.1.2*. 证明 Artin 引 理：设 K 是域， G 是 K 的自同构群 Aut ( K ) 的有限 
子群. 则有 [K : Inv(G)] < \ G \, 这里 Inv(G) = { aeK \ a ( a ) 

4.1.3*. 证明 Galois 理论基本 定理： 

(1) Gal(E/-) : ft 

(2) 丑是 G 的正规子群当且仅当 Inv(^)/F 是正规扩张.在这种情况下，有 

Gal ( lny ( H )/ F )^ G / H . 


V cr G G }. 


a, 




r 和 inv : r 


n 是互逆的反序的映射. 


- > 


4.1.4. 设 E = Q ( v ^， 0 ， u )， 
扩张， 并决定 Galois 群 Gal ( 五 /Q) 


(9 - 50)(2 - V2). 求证 E/Q 是 Galois 


2 


U 


4 . 1 . 5 . 

e 27ri / 3 , r ( t ) = t ~ l . 求证： 

⑴ t 和 a 生成的群 if 是 Gal(E/C) 的 6 阶子群 • 
( 2 ) lnv ( H )= C ( t s + t - 3 ). 


(jJ = 


4.1.6. 设域 F 的特征为素数 a eG = Gal(F(x)/F), 其中 a (: r ) 
令丑为由 a 生成的 G 之子群，求证 | 丑 | 


X + I. 




试问： Inv ( 丑 ）=? 


= P - 


4.1.7. 设域 P 的特征为素数 p . aeF , 求证: 
( 2 ) 如果# 


是 P ㈣ 中不可约多项式不存在 c e F , 使得 a = c p — 

在 F [ x ] 中不可约 ，令 a 为 x p 
F{a)IF 为 Galois 扩张.试决定 Galois 群 Gal(F(a)/F). 


—X —— CL 


C. 


的一^个根，求证 


—x — a 


—X _ CL 


4.1.8*. 设 L 和 M 均是域 E 的 子域.求证： 如果 L /( Lf ] M ) 为有限 Galois 
扩张，则 LM/M 也为有限 Galois 扩张，并且 Gal(LM/M) ^ Gal(L/(Lf|M)). 
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羼 r 覊 


4.1.9. 设 E/F 为有限 Galois 扩张， iV 和 M 为中间域， E D N D M D F . 
并且 N 是 M 在 P 上的正规闭包. 求证： 


「| aGal ( E / M ) a ~ 1 . 

eG3l(E/F) 


G 3 l ( E / N ) 


4.1.10. 设五为 x 4 -2 在 Q 上的分裂域. 

(1) 试求出 E / Q 的全部中间域. 

(2) 试问哪些中间域是 ( Q 的 Galois 扩张？哪些域彼此共轭? 


2tti 


求证 Q ( C)/Q 是 Galois 扩张. 求 G = Gal ( Q ( C )/ Q ). 列 


4.1.11. 设 C 

出 G 的全部子群和它们对应的 Q ( C )/ Q 的中间域. 


= e a ， 


4.1.12. M C 


1 做 4.1.11 题的事情. 


= e 9 


4.1.13. 设 n 为大于2的整数 ， Cn 

QCCn + C 1 ). 


i ， M 为实数域.求证： Q ( Cn ) H ^ 


= e 


i . 求证 Q ( Cp ) 有唯一的二次子域 K (即 K 
为 Q ( Cp ) 的子域并且 [K : Q ] = 2). 进而， K 是/实二次域 K CR ) ^ p = 

1 (mod 4). 

4.1.15. 设 E / F 为有限 Galois 扩张•如果对任一域 K (F ^ K C E ), K 
F 均有相同的扩张次数 [K : P ], 则[五： F ] 

4.1.16. (1) 求证 Q (\/2, \/^)/Q 是 Galois 扩张，并求此扩张的 Galois 群 

(2) 求元 ▲ + \/仿+ 在 Q 上的极小多项式. 

(3) 求证 (4+ _+^). 

(4) 求力+ 在 Q (▲ + _ + \/15)上的极小多 项式. 

§2方程的 Galois 群 

4.2.1. i ^ F 是特征为2的域.求/⑷在 F 上的 Galois 群，其中 

( 1 ) f{x) 

( 2 ) f(x) = x 3 + x 2 + l. 


4.1.14*. 设 p 为奇素数， 


—Q P 


为素数. 


= P^P 


3 


+ X + 1 • 


X 




4.2_2•设/⑷ e 雖]是三次不可约多项式. 求证： d (/) > 0当且仅当/⑷ 
有三个 实根; d (/) < 0当且仅当 /(X) 只有一个实根. 


4.2.3 •求 Galois 群 Gal ( Q(^(l + i ))/ Q )， 其中 i = 
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4.2.4 •设 p 为素数 ， a € Q , x p 
上的 Galois 群. 


为 Q [ x ] 中不可约多项式. ^ xP - a^Q 


— a 


4.2.5. 决定 /( z ) 在 Q 上的 Galois 群，其中 

⑴/㈤= 

⑶/㈤ 


5 


6 x + 3. 

15 x 2 + 9. 


X 


5 




4.2.6. 决定 f ( x ) 在域 F 上的 Galois 群，其中 

⑴/㈤= 

⑵/⑷ 

⑶/⑷ 

(4) f ( x ) = x 4 - 10 x 2 + 4， F = Q . 


4 


5， F - Q . 

5 ， F = Q ( V ^). 
5， F = Q (\/5 i ). 




4 






4 






4.2.7. 设 n > 2 是正整数，域 F 的特征为零或与 n 互素， $是 n 次本原单 

1在 F 上的分裂域.则 


位根，£；是/⑷ 




( 4 )* ， UF, 

{1}， 


Gal (/( x ), F ) = 


其中 （ Z n 广是 的单位群.、 


4.2.8. 设 n > 2是正整数，域 F 的特征为零或与 n 互素，《是 n 次本原单 
位根且 $ G F，E 是 f ( x ) 

循 环群; 且当 /( x ) 在 F 上不可约时， Gal (/( x )， F ) 是 n 阶循环群. 

4.2.9*. 设 p n (p 为素数， n > 1) 次 Galois 扩张 的 Galois 群 Gal (£；/ F ) 
是 P n 阶循环群， L 是 E / F 的中间域且 [E : L ] = p .若 E = L ⑷，贝 I] 五= F ( u ). 

4.2.10*. 设 E/F 是有限次 Galois 扩张，其 Galois 群 Gal ( E / F ) 含有最小子 
群 A，L = Inv ( A ). 若 E = L ⑻，则 E 二 F ( u ). 

4.2.11. 任一有限群均是某个域上可分多项式的 Galois 

§3方程的根式可解性 

4.3.1*. 设 p 次 Galois 扩张 E/F 的 Galois 群 Gal ( E / F ) 是 p 阶循环群 (p 

为素数)，且 F 含有 p 次本原单位根则存在 de E 使得 E = F ( d ), dP G F . 
故 E / F 是根式扩张. 

4.3.2*. 设域 F 的特征为零， E 是 F 上正次数多项式 /( x ) 在 F 上的分裂 
域.若 Gal (£；/ F ) 是可解群，则 /㈤ = 0在 F 上根式可解. 


G F [ x ] 在 F 上的分裂域•则 Gal (/( x ), F ) 是 


x 9 — a 
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设 F 是任意特征的域， E / F 是有限可分扩张.若 E / F 有根式扩张 
链，则存在 E 的有限扩域 iV ， 使得 N / F 是有限正规扩张，且 N / F 也有根式扩 


4.3.3*. 


张链. 


4.3.4*. 设域 F 的特征为零， E 是 F 上正次数多项式 /( x ) 在 F 上的分裂 
域•若 f ( x ) = 0在 F 上根式可解，则 Gal ( E / F ) 是可解群. 






第二部分问题解答 


第1章群 论 


§1集合与映射 


知识要点 


集合的概念与运算： G ， 0， G ， 2， 

( A 门 B )、 差 （4 — S )、 卡氏积 （ AxB ) dh ( i ). 

映射、单射、满射 


H 的意思；并 （ A 1 JB )、 交 


§，3, 


映射、逆映射、映射的合成. 


蠡 蠡 


集合上 关系； 集合上的等价 关系； 集合的 划分； 集合上的等价关系和集合的 
划分之间的 一一 对应； 等价类与代表元系. 

有限集与无限集、可数集与不可数集、集合的势. 

偏 序集; 链（指偏序集的子集，其中任意两个元均可比 较)； Zorn 引理： 如果 
偏序集 S 的任一链均有上界，则 S 中必有极大元. 


1.1.1. B , A { (i e I ) 均是集合 D 的子氣 试证: 


⑴ 叩 Ua 二 Uprw 


iei 


iei 


(2) B [ j ^ QA z j = f ^( B [ jA z y 

( 3 ) [jAi = 


iei 


iei 


iei 


( 4 ) f]Ai = [jAi. 


iei 


iei 


证 （ l ) 由定义 re 当且仅当: res 且 X 属于某一 A 当且 

仅当 X 属于某一 Bf ] A i ； 当且仅当 Z e \ J (BnAi) 


iei 


(2) 由定义 zesij p | 次当且仅当 x 属于尽或者 x 属于任一次, 


z G /: 


iei 
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当且仅当 X 属于任一 B \ JA U iel ; 当且仅当 

(3) 由定义 xe [ jAi 当且仅当 XGQ , 当且仅当 xen , X 不属 

iei 

于任何一个人；当且仅当 

(4) 同理 可证. 


n(BiM). 


x G 


iei 


iei 


x G 


iei 


1.1.2. 设 / : A 

( 1 ) /为单射存在 

(2) / 为满射 o 存在 "： B ——^ 使得 fh ~ lB - 

证 ⑴若/是单射，贝何以定义 B 


B 是集合的映射（冼 B 是非空集合)， 试证: 

A 使得 g / = 1 a . 


- > 


B 


9 : 


- > 


^如下: 


若 b = /⑷ 


a 


5 ⑻= 


否则 


ao 


其中 a ◦是 a 中某一固定元•因/是单射的定义是合理的，则 g / = i A . 反之 

设 /( ai ) = /( a 2 ), ai ， a 2 G 儿则 a = gf ( ai ) = gf ( a 2 ) 

(2) 同理可证. 

1.1.3. 如果 / : 4 

是一一对应，且 ( gf)- i = f 

证 &/)(/— V 1 ) - g^Bg 

也是 一一 对应，且（ 5 /) 


即/为单射. 






5 


C 均是 一一 对应，则# : 4 


B 


cm 


B 


9 : 


— 1 —1 
9 • 


-1 


^( gf ) = / _1 1丑/ = 1乂•故 p / 


1 Cj (/ 


9 


-1 


g • 


l . i . 4 •设4是有限集， P 0) 是4的全部子集（包括空集）所构成的集族. 
试证 \ P ( A )\ = 2\ a \. 换言之, n 元集合共有 V 个不同的子集. 

则 A 共有个 m 元子集，0 < m < n . 故 \ P ( A )\ 二 


证 设 |A 

+ + ... + cr 1 + c 


= n ， 


n 


= 2 


n 


n 


1.1.5. 设 / : A 

思 ci ， o ! G A.j 

关系. 


B 是集合的映射.在集合 4 上如下定义一个 关系： 对任 
当且仅当 /( a ) = /( aO . 试证这样定义的关系是一个等价 


a 〜 a 


证 容易看出这种关系具有自反性（即 /( a ) 二 /( a ), VaG 4) 、对称性（即由 
f ( a ) = f [ b ) 可推出/⑷二 /( a )) 和传递性(即由/⑷= /(&) 和/⑻二 /( c ) 可 
推出/⑷= /( c )), 从而它是等价 关系. ■ 


1丄6•设述 B 是两个有限集合，贝 I] 
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(1) 4到 B 的不同映射共有多少个？ 

(2) A 上不同的二元运算共有多少个？ 

( 3 ) 4到 B 的单射共有多少个？ 

解⑴设凶= n ，| J 5| 二 m ， 则4到 B 有 m n 个不同的 映射. 

(2) 设凶= n ，则 |Ax A|=n 2 . 故由⑴知 4 x 4 到 A 有 n n2 个不同的 
映射.即 A 上有 nW 个不同的二元运算. 

(3) 设 |A| — n, \ B \ = m. 若 n 〉 m ， 显然 A 到 B 没有单射；若 n 彡 m, 贝 lj 

4到 B 有 


1 个单射. 


1.1.7*. 证明等价关系的三个条件是互相独立的，即：已知任意两个条件不 
能推出第三个条件. 

证 例如，实数集 R 中的关系 < 满足自反性和传递性,但不满足对称性. 

实数集中 关系〜 满足自反性和对称性,但不满足传递性，其中 

|a — 6| ^ 1. 

在非负整数集 No 中定义关系 〜, 其中 
的奇偶性.则易见〜满足对称性和传递性，但不满足自反性：因为没有0 〜 0. 

注 设 关系〜 满足：对任一元 a , 均有元6使得 a 〜 6 .则由〜的对称性和 
传递性可推出〜具有自反性. ■ 


与 b 均为正数且有相同 


1 .1.8*. 设 V 是数域上的线性空间，证明 V 有一组基. 

证 V 的子集 L 称为线性无关的向量组，如果 L 中任意有限个向量均是线 
性无关的. 

令 S 是 F 中所有线性无关的向量组作成的集合，则 S 对于集合的包含关 
系作成偏序集.设 r = {心 | i e 是 s 的一个链，则 l = \ J ieI Li 也是线性无 

关的向量组.事实上，设 
L u . 因为： r 是链,故存在 i e /使得 

无关的 • 


是 L 中任意有限个元，则每个％属于某一 


ai， …, p 


是线性 


G Li ， 从而 ••- 


于是是 T 的一^个上界.由 Zorn 引理知 S 有极大兀不难验证 

M 就是 F 的 基：即 M 是线性无关组，且 F 中任一元均是 M 中有限个元的线 
性组合. ■ 


§2群的概念 


知识要点： 

群是带有一个二元运算的（非空）集合，这个运算满足结合律，具有单位元 
且任一元具有逆元. 
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群的简单 性质： 单位元的唯一性、每个元的逆元的唯一性、左右消去律、穿 

脱原理（指 （ a6) _1 二 6 _1 a _1 ). 

群的简单例子：数群、复数域 C 上的 n 次一般线性群 GL ( n , C ); 复数域 C 
上的 n 次特殊线性群 SX ( n , C ); n 次正交群 0( n ， R ); n 次酉群 /7( n ， C ); 整数环 

Z 上的 n 次特殊线性群 SL ( n , Z ) (特别地,它对求逆封 闭)； 集合的变换群（乘法 
是什么?)；剩余类加法群（第一次遇到“定义合 理性” 问题). 

群的稍进一步的性质（单边 定义; 除法 定义; 有限半群成群的充要条件). 
有限群的群表及其特性. 

群同态与群同构及其意义. 

群的自同构群. 


1 .2.1. 令 iV 是所有 


上三角非奇异复方阵的集合， P 是主对角线上的 
元都是1的上三角方阵的集合，运算定义为矩阵的乘法.试证 7 V 和 P 都是群. 

证 方阵的乘法有结 合律； n 阶单位阵是 TV 的单 位元； 两个 n 阶上三角非 
奇异复阵的积仍是 n 阶上三角非奇异 复阵； 一个 n 阶上三角非奇异复阵的逆仍 
是 n 阶上三角非奇异复阵.故依群的定义知 7 V 是群. 


n x n 


同理 p 是群. 


令 G 是实数对 ( a , b ), a ^ 0的集合，在 G 上定义 ( a , 6) ( c , d ) 


1 . 2 . 2 . 


( ac , ad + b ) • 试证 G 是群. 


证 易证上述定义的乘法有结合律， （1,0) 是其单位元，任意元 （ a ，6) € G 有 
逆元 （1/ a , - b / a ). 故由群的定义知 G 对于上述乘法成为群. ■ 


1.2.3. 是任意一个集合， G 是一个群，是 D 到 G 的所有映射的集合. 

对任意两个映射 f,geG Q , 定义乘积如是这样的 映射: 对任意 aen, (fg)(a) 

f(a)g(a). 试证 是群. 

证 易知上述乘法有结合律， 1 G 是其单位兀，其中 1(a) = 1g, V a G Q 
(1 g 表示群 G 的单位元);任一元 f eG n 有逆元 /- \其中 f ~\ a ) := (/(a))- 1 , 
V a e a 故成为群.这个群为 Abel 群当且仅当 G 是 Abel 群. ■ 




1.2.4 .令 G 是所有秩不大于 r 的 
下 G 成半群. 

证 注意到两个秩不大于 r 的 n 阶矩阵的积仍然是一个秩不大于 r 的 n 阶 
矩阵，并且方阵的乘法满足结合律.由定义即知 G 是半群. ■ 


复方阵的集合,试证在矩阵的乘法 


n x n 


1.2.5. 举出一个半群的例子，它不是含么 半群； 再举出一个含么半群的例子， 


它不是群. 
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题 1.2.4 中的 G 是一个半群，当 

时，它是一个含么半群，但不是群. 

又如，整数集 Z 对于乘法成为一个含么半群，但不是群. 


时，它不是一个含么 半群； 当 


V < n 


r — n 


1.2.6*. (这可作为群的另一定义，即群的单边定义）设 G 是一个半群，如果 

( a ) G 中含有左幺元 e , 即对任意 aeG 

( b ) G 的每个元 a 有左逆 a - \使得 a - 1 • 

试证 G 是群. 

证用 ( a -1 )" 1 表示 a -1 的左逆元，则 


, ea = a ; 


a = e. 


l 


-i\-i 


1 )~ 1 a~ 1 aa~ 1 


1 


1 




a — = e. 


a - a 


a 


=e a • a 


a 


a 


ea 


这表明 


这表明 a 的左逆元 a - 1 也满足 
是 G 的单位元， 


而 


ae = a\a a = ea = a 


a - a = e . 


e 


是 a 的逆元，故 G 是群. 


1 


a 


1.2.7*. (这可作为群的另一定义 ：即群 的除法定义）设 G 是半群，若对任意 

6和 ay 二6在 G 内有解，则 G 是群. 


beG , 方程 
证 首先 G 非空，故有 a e G . 贝 IJ 

卜于是 


a 


xa 


有解 e . 对于任一 beG^yeG 


xa 


a 


使 


ay = 


eb = eay = ay = b. 

这表明 e 是 G 的左单位元.而 W = e 有解则意味着 6 有左逆元.因此由题 1.2.6 
的结论可知 G 是群. ■ 


1.2.8*. (这可作为有限群的另一定义）设 G 是一个有限半群，如果在 G 内 
左右消去律均成立，即由 

证 设<^ = {6^, …， ，由消去律知 


或 


可推出 


则 G 是群. 


ax — ay 


xa = ya 


x = y 


^d\CLi 9 • • • ， ^ = {^i^l •) • • • ， } 


Va , G G . 故存在 e e G ， 使得〜 

于是对于任一 ％ e G ， 有 e G 使得 aj 


ea ,. 


从而 


二 3 • 


eaj = ea^afc = a^a/c = ctj • 


这表明 e 是左单位元，又因为 eeG = Gctj ， 故 aj 有左逆元.由此即知 G 是群. 


1.2.9 .设 G 是含幺半群， a ，b e G . 

(1) 如果 a 有逆元 f 1 ， 则 a - 1 也有逆元且 ( a - 1 )- 1 


a 
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(2) 如果 a 和6都具有逆元，则也有逆元，且 （ a 6)- 1 = b ~ 1 a ~ 1 . 
证 由定义直接验证. 


1.2.10 . 设 f •• G 


H 是群的同态，则 f ( l G ) = 1^;且对任意 X e G 有 




证 /(1 g 0/(1 g ) = /( Id ) = /(1 g ?) 二 /(1 g )1 h , 故由消去律知 /(1 g ) = li /. 

因为 f ( x ~ 1 ) f ( x ) = f { x ~ x x ) = /(1 g ) = li /, ^ /( x _1 ) = /( x ) _1 . ■ 


1.2.11. 对任意 a G G ， 

证 将每一元变成其逆元是自同构 


1 是群 G 的自同构当且仅当 G 是 Abel 群. 

㈣ - 1 

bay a,beG ^ G 是 Abel 群. 


a i — > a 


-l 


6 _1 ，V a，b e G 


=a 


ab = ( a ~ 1 b ~ 1 )~ 1 


1.2.12. 证明有理数加法群 Q 和非零有理数乘法群 Q * 不同构. 

证若 ( Q ,+) ^ ( Q *,.)， 则有群同构/和 a e Q 使得 /( a ) = 2,从而 

即力是有理数，矛盾. 


2 


2 =^)=nl + i 

1.2.13. 证明： 

(1) 有理数加法群 Q 和正有理数乘法群 Q + 不同构. 

(2) 实数加法群 R 同构于正实数乘法群 R +. 

证 （1) 题1. 2 .12的证明也适用于本题. 

(2) 将每一实数 x 变到#就给出了实数加法群 R 到正实数乘法群 R + 的 
同构映射. ■ 


a 


2 


1.2.14*. 在偶数阶群 G 中，方程 x 2 = 1总有偶数个解. 

证 注意到若沪/ 1，则(^ 1 ) 2 ^ lRg ^ g ~\ 因此 G 中满足 x 2 / 1的 
元 x 是成对出现的.从而 G 中满足 P / 1的元 a ; 有偶数个.因此在偶数阶群 G 
中，方程 x 2 = 1总有偶数个解. ■ 


1.2.15*. 令 G 是 n 阶有限群， S 是 G 的一个子集， 

g € G ， 存在 a，b G S 使得 

证 由消去律知,对任一 g e G , gS~ x 含有 | S | 个元，这里 S -1 是 S 中元的 


. 试证对任意 


> — 


2 


g — db* 


所有逆元组成的 集合. 因为问〉¥，故 gS - 1 C \ S ^0. 从而存在 a , beS , 使得 


2 


^ g = ab . 


gb 


= a 


1.2.16*. 求有理数加法群 Q 的自同构群 Aut ( Q ). 

解一方面，对任一非零有理数 a ， 将: r 变成 az 是有理加法群 Q 的一个自 
同构.记这个自同构为 / a . 另一方面，设/是有理数加群 Q 的任一自同构.令 
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/⑴= a ，则 a 是非零有理数.因为对任一正整数 n 和 m 有 


f ( n ) = /(I + • • • + 1 ) = /⑴ + • • • + /( I ) = nf ⑴= na , 
/ ( Tl ) — f ( - h • • • H - 


m 


m 


m 


m 


故得到 


n 


n 


m /(n) 

Vx € Q ， 艮 P / = / a •于是 


— a. 




m 


m 


由此推知 /( r ) 


ax 




Aut ( Q ，+) = {/ a|a € Q , a 7 ^ 0 }. 

m 为 f a f b = f ab , 故有群同构 Aut ( Q ,+) ^ ( Q *，.), 其中 ( Q *,.) 是非零有理数的 
乘法群. ■ 


a 6 2 a = 1 

和 ab 2 a = 1 . 反之，若 a6a = a ， ab 2 a = 


1 . 2 . 17 *. b 是含么半群 G 中的元 a 的逆元当且仅当成立 a6a 
证设 6 是 a 的逆元,显然有 


a 


a 


1 ，则 


ba = ( ab 2 a)ba = ab 2 a 


ab = ab ( ab 2 a ) = ab 2 a 


1 




即 6 是 a 的逆元. 


是群 G 的任意 n 个元，不一定 


1 . 2 . 18 *. 令 G 是 n 阶有限群， 

两两不同.试证存在整数 p 和 g， 1 < p ^ ^ n , 使得 a p a p+ i • • • a g = 1 . 

• • • a n }. 若 1 G 则结论已得证.若 1 雀 5 " 


^1, CL 2) • • • , a 


n 


证 令 S = 

S \ G \ = n ，故 S 中至少有两个元是相等的.设 


(21(22, …, （21(22 


，贝 |J 


(2i … a^a^i … cij 


(2l … （ 2i 




• • • CLj = 


1 . 2 . 19 *. 群 G 的自同构 a 称为没有不动点的自同构，是指对 G 的任意元 
# 1 有 a(w #仏如果有限群 G 具有一个没有不动点的自同构 a 且 a 2 = 1 ，则 
G 一定是奇数阶 Abel 群 • 


9 


证 令丑二 { g - l a { g ) I p e G }， 则 H = G . (事实上，若 g 笋心则 g ~ l a { g ) ♦ 

hr 1 ，: 否则 Ha 的不动点， 从而 g = h . 矛盾!）于是，对任 

Cjt ^ cl — g 


a G 


= 1 ，故 a- 1 = o ^{9~ 1 )9 = o :( a ). 从而 a ( ab ) = ( ab )_ 1 


1 a ( g ). S 

( 6 ) a ( a ) = a ( ba ). 故 6a 二 a6 , Va , & G G •即 G 是 Abel 群. 因 

1 7^ a , VI 笋 a G G ， 故 G 的阶为奇数. ■ 


2 


a 






a 


a 


a 


1 , b 2n ~ l = 1 


3 


1 . 2 . 20 *. 设 a ， 6 是群 G 的两个元，满足 aba = ba 2 b , 
试证 6 = 1 . 


a 
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证 由题设条件得 


ab 2 a = aba 3 ba = (aba)a 2 ba = (ba 2 b)a 2 ba = ba 2 (ba 2 b)a = ba 2 (aba) a = b 2 a 2 . 


tk ab 2 = b 2 a. 设 ab 2r — 6 2r a ，贝 ! J a 6 2 ( r+1 ) = ab 2 r b 2 = b 2 r ab 2 — b 2 r b 2 a — 6 2 ^ r +1 ) a . 

因此对任一正整数 /c 有 a6 2fc = b 2 k a . 特别地，取 fc = n 得到以加 = b 2 n a . 因为 
pn-i 二 1 ，所以 fn = 从而 a b = ba . 于是 6a 2 = = 6a 2 6 . 故 6 ：= 1. ■ 


§3 子群和陪集分解 


知识 要点： 

子群的定义；群 G 的子群丑的单位元与 G 的单位元的一致性，以及丑■中 
的元在丑中的逆元与在 G 中的逆元的一致性. 

子群的判定；子群的简单例子： SL ( n , C ) < GL ( n , C )， SO ( n , R ) < 0( n , R ), 

S 77( n ， C )</7( n , C ); 子群的交. 

子群丑 和子群 K 的积丑 K 成为子群的充要条件是= KH . 

群关于子群的左陪集划分和 Lagrange 定理（特别地，子群的阶能整除群的 

阶)； 右陪集划分：右陪集分解和左陪集分解的一种 对应; 子群的指数的意义;难 
点 :( 右）陪集分解的一个完全代表元系；应用举例： 

( i ) 元的阶及计算 :例如 ，心 fc ) = 

% ，贝！ J o(gh) = o(g)o(h). 

( ii ) 两子群的积集的计数公式： |ABh 
㈣ 中心、中心化子、共轭元的个数. 

( iv ) 类方程及其应 用：; p - 群有非平凡的中 心;； p 平方阶群是 Abel 群. 

(V) 正规化子、共轭子群的个数. 


°{9) 


又例如，若 (o(g),o(h)) = 1, gh = 


( M ⑷) 


A\\B 


，其中 A B 为群 G 的子群. 




1.3.1. 设4是群 G 的非空子集，试证 A 是 G 的子群当且仅当对任意元 

a,b e A, ab -1 € A (这也相当于 AA~ l = A). 

证 必要性显然，只证充分性.因 A 非空，故有 a e A 从而1 

设 a ， 6 G 则 6- 1 = 1 • 6- 1 G A ， 进而 ab = a- (6 _1 )- 1 e A 这就证明了 A 是 G 

的子群. ■ 


—1 


G A. 


a - a 




1.3.2* 设群 G 中的兀 g 的阶 o ( g )= 

o(b) = n ，且 a ，6 均为 g 的幂. 

证因 （ m ， n ) = 1, 故有整数使得 


( m ， n ) = 1 •则 g 


ab, o(a) 




+ in = 1, 而且 （ t ， m) = 1 ~ ( 5 , n). 


sm 
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令 a = g tn ，b = p ■，贝 !j g = ab , K 


o(g) 


o ( a ) = o ( g tn )= 


( tn , o { g )) n [ t ， m ) 


同理 o (6) 


n. 




1.3.3. 设群 G 中两个兀仏 h 可换， o ( g ) 

的最大公因子和最小公倍数.则 


o ( h ) = n . 记 （ m ， n )，[ m , n 


m . 




分别是 


m,n 


(1) o ( g n h rn )= 

(2) G 中存在阶为 （ m ， n ) 的元; 

(3) G 中存在阶为 [ m , n ] 的元. 


(m, n) 7 


证⑴因 o ( g n )= 


o(/i m )= 


g n h rn = hTg ' 


( m ， n ) ’ 


( m ， n ) ’ 


( m , n ) 7 


=1， 故由已知结论知 


( m , n ) 


o(g n hn = 


( m ， n ) ( m ， n ) ( m , n ) 


是互不相同的素数， 


々•••成％其中仍，.. 

均为非负 整数. 不妨设 rrii 彡 rii，l ( i < l;mi < rii，l + 1 < i ( L 令 


(2) 设 


…以， 


• ，pt 




mi.rii 






则 5 a 的阶为 pT + t 1 - - - VT ， h b 的阶为 W 1 .. - pT - 这两个阶显然是互素的，且 
与 h b 可换，因此 g a h b 的阶为 


9 


( m ， n ) =片 1 … P^pT+V • • • pT' . 


(3) 类似可证. 


1.3.4. 设4是群 G 的有限子集，则 A 是 G 的子群当且仅当对任意元 a ， 
b G ^4, ab G A . 

证必要性显然，只证充分性.此时4是有限半群且满足消去律，从而 A 


是群. 


1.3.5 .设 A , B 分别是群 G 的两个子群，试证是 G 的子群当且仅当 
AB 或 S < A 利用这个事实证明群 G 不能表示成两个真子群的并. 

证充分性显然，只证必要性.若 AB 名 A ， 则存在 aeA , a ^ B,be 
B , b ^ A . 从而 ab ^ A \ jB , 这与 A [ JB 是子群不合. 
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由此可知群 G 不能是其两个真子群之并（否则 G =丑山丑2,则由上述结 
论知 或 G = / f 2 ). ■ 


1.3.6. 设 B 是群 G 的两个子群，试证 AB ^ G 当且仅当儿 B = BA . 

证 若二 SA ， 则易证 AB 对于乘法和求逆均封闭，故是子群.反 
之，设是子群，则对任意 a e A,b e B ^ 


ba = (1 • 6 )(a • 1) e ( AB )( AB ) 彡 AB 


BP BA ^ AB . 又有 


a 6 二 (( a &) -1 ) -1 G ( AB )- 1 ^ B~ X A 


二 BA 


艮 P AB ^ BA . 从而 AB = BA . 


1.3.7. 设 A ， B 是群 G 的两个子群且 G = AB . 如果子群 C 包含 A ， 贝！] 
C = A { Bf ] C ). 

证 V c e C ， 

C = A { B ^ C ). 


G A , 6 G B •贝 lj b 


1 C e Bf ] C . 由此即知 


= ab . 


1.3.8. 设 A 和 B 是有限群 G 的两个非空子集.若 | A | + | B | > | G |， 贝 IJ 


G = AB . 


证 G G , |如 -1 卜⑷•因 | A | + | B | > | G |， 故 A ^ g^B i - 0, 于是有 
eA.beB 使得 6 = a —、， 即 g 二 a 6. 这表明 G ^ AB . U 


1.3.9. 设 A 和 B 均为群 G 的子群，则 

( 1 ) g{A^B)=gA^gB, \/geG. 

(2) 若 A 和 S 均有有限的指数，则也有有限的指数 • 

证 (1) g(Af]B) C gA, g(Af]B) C g B, tX g(Af]B) Q gA^gB. 反之, 

\/ x = ghe 门贝 |J /i e Af ] B , 从而 

gAf]gB, \/ g eG. 

(2) 本题⑴表明的任一左陪集是 A 的一个左陪集和 B 的一个左 
陪集之交.若 A 和 B 均有有限个左陪集，贝 ！ J 也只有有限个左 陪集. 由此 

即得证 • 


gheg ( Ar \ B ). ^ g ( Af ] B ) 


另证 如下： 

用 { AB ) 表示 G 的由 AS 生成的子群.则 \{ AB )\ ^ \ AB \ 


A\\B 


两边 


\AHBl 
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同乘為翻 


1G| \G\\(AB)\ |G|1G| 

l^nsr 


1 . 3 . 10 . 如果丑是群 g 对于子群 a 的右陪集代表元系，则 ir 1 是群 g 对 
于 a 的左陪集代表元系. 

证 由题设知 G = [J Ag , 并且满足 

geR 

|J xA , 并且满足 xAf]yA 


0 ， V 分 / g ， h G R. 需要 ^ 


验证 G = 


y e R - 1 . 这个验证是 


0, V X 7^ y 


X ， 


xG 丑一 1 


直接的. 


事实上 ， y z eG, 由题设 z _1 e A 仏对某一 geR, 于是 2； G g~ x A - 1 = g~ x A. 

[J xA. 若 2 ： G xAf]yA, x,y e 矿 1 ，艮 P 

x^R 


即 G = 


z = xa = yb, a, 6 G A , 从而 


-i 


Ax~ l ^\Ay- 1 - A(az~ 1 )f]A(bz~ 1 ) = Az _1 ^ 0 


其中 x ~\ y - 1 e R . 从而由题设 


X 


=y ， X = y 


1.3.11. 设 A 彡 G ， B ^ G . 如果存在 a ， beG , 使得 4 a = B 6, 贝 lj A = B . 

证 因 A = B 6 a _1 ， 故 ba~ 1 G A ， 但 A 是子群，故 ( ba -1 )" 1 = ab~ l G A •于 
是 A = Aab^ 1 = Bbb— 1 = B. ■ 


1.3.12. 设 n 〉2,则有限群 G 中有偶数个阶为 n 的元. 

证 若 G 无 n 阶元，则结论成立.若 G 有 n 阶 元仏则 g -1 也是 n 阶元且 
g 手 g — 1 . 于是{仏 U 是 w 阶元的一个集合. 

般地，若 A 是 G 中 n 阶元的一个集合且 A = A -1 , o{x) 

^ A 由此可见 G 中 n 阶元有偶数个. 


《 A ， 贝 IJ 


■ ■ ■■, ▲ 


X 


= n, 


* , 


o\x 


= Ti 


X 


1.3.13 .设 a ，6 是群 G 的任意两个元，试证 a 和 

证 易证 a 和 a - 1 有相同的阶.因 h 
fO ab 的阶相同. 


，以和 k 有相同的阶. 
( a &) a ， 即 6 a 和共辄，故 6 a 


a 


= a 


1.3.14*. 设 试证 C g C g C g { A ) = C g { A ). 

证令⑷，要证 C G ( S ) = C G ㈤ • 

设 x G C g { A ). 对于任一 yeB = C g C g ( A ), 由定义知 y 与 x 可换，即 x 和 
V 可换，即 ^ e Cb ( B ) •故 C g ( A ) ^ C g { B ). 
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反之，设 y G Cg ( B \ 即 y 与 B 中任一^兀可换.因为 Cg { A ) 中任一^兀与 A 
中任一^兀可换，故 A 中任一^兀与 Cg { A ) 中的兀可换.由定义 

A ^ CgCg{A) — B. 

从而 y 与 A 中任一元可换，即 y G (7 g 04) •故 Cg(B) ^ C g {A). 从而 C G {B ) - 

c g {A). m 


1.3.15*. 试证有限群 G 的一个真子群的全部共轭子群之并不能覆盖整个群 
G. 结论对无限群是否成立？ 

证 设 H 是 G 的真子群，则丑共有 [G : N g {H)} 个共轭子群.令 S 是丑 
的所有共轭子群之并，则 


G 


J：\ ^ {\H\ ^ 1)[G : N G {H)} + 1 


•\H\-[G:N g (H)} + 1. 


Ng(H) 


若 H 是正规子群，则 N g {H) = G, 于是 


|S| ^ |^| - 1 + 1 - \H\ < \G\. 

若 H 不是正规子群，则 N g {H) / G, 于是 [G : N g (H)] > 1, 


G 


E | ^ - [G : N g (H)} + 1 < | G | - 1 + 1 - \G\. 


H 


综合以上， | S | < | G |， 即丑的全部共轭子群之并不能覆盖 G . 

这一结论对无限群不再成立.例如，令 G = GL ( n ， C )， H 是 n 阶上三角可逆 
复矩阵作成的真子群.由 Jordan 标准型知任一 n 阶可逆阵 A 相似于某一丑中 
的元，这表明 G 是 H 的所有共轭子群之并. ■ 


1.3.16*. 设丑和冗分别是有限群 G 的两个子群， 试证： 

\HgK\ = \H\[K: Kr\g- l Hg\ = \K\[H : H^gKg- 1 }. 

证 集合 HgK 称为 G 的一个双陪集.为了计算 | 丑，1,将 HgK 分解为 G 
关于 H 的右陪集的无交之并 


HgK 二 HghU … [jHgk t 

因此 \HgK\ = \H\-t 注意到集合{&，••• ， M 是 K 关于子群 KOg^Hg 的右 
陪集的一个代表元系，即有下述无交并 


U {K[\g- x Rg)k % , 





第二部分问题解答 


.52 


于是 f 二 [K : K 门9 _1 丑分].从而 

\ HgK \ = \ H \ - [K : Kf ^ g^Hg 

\H\\K\ 

IKHa^Hg 
注 在 G 上定义关系 
由此可知 G 可以写成无交之并 G 


H 


\K\[H:HngKg-^ 


= \K 


\Hf]gKg-^\ 
y x G HyK, 容易 验证〜 是等价关系. 

U H 9i K, 这里 丑称为 G 关于 （ H ， K)- 双 


:X 


rsj 


r^Kj 


9 ieR 


陪集的一个代表元系 . 


1.3.17* .设 A 是群 G 的具有有限指数的子群，试证：存在 G 的一组元 

•，9 m ， 它们既可以作为 A 在 G 中的右陪集代表元系，又可以作为 A 在 
G 中的左陪集代表元系. 

证 由题 1.3.16 的注记，可将 G 写成双陪集的无 交并 ： G 


91,92,- 


U AgA. ^ 

题 1.3.16 知每个双陪集 AgA 既是 [A : AOgAg- 1 } 个互不相交右陪集之并，也是 
[A : Af ^ gAg - 1 ] 个互不相交左陪集之并.记艺 = [A : Af ^ gAg - 1 ], 则有无交并 

AgA = |J Agai ^ |J bigA, 

i«t 

其中叫， ~ e A . 于是 A = Abi = aiA , 故有无交并 

^9 a ^ IJ Abigai，AgA = [J bigaiA. 

i«t 


g^R 


l ^ i^t 




iS h = bi ( g ), ai = ai ( g ), t = t ( g ), 于是 


IJ { b Mg ^ i ( g ) I 1 ^ t ( g )} 




既是 G 关于 A 的右陪集的一个代表元系，也是 G 关于 A 的左陪集的一个代表 
元系，这里只是 G 关于 ( A , A )- 双陪集的一个代表 元系. 

1-3.18*. $G = GL ( n ， C)，P 是主对角线上的元均为1的 
阵全体形成的 G 的 子群. 确定 A ^( P )， C G ( P ) 和 P 的中心 Z ( P ). 

解 由矩阵的乘法直接计算可知与任一 n 阶主对角线为1的上三角矩阵可 
换的矩阵必为上三角矩阵，且形如 


上三角方 


n x n 


X 0 


0 




A • 


0 0 


Jn ( 入 ， AO — 


A 0 


A 
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其中 M e C . 要看出这一点，只要取主对角线为 1 且 （ i，i + 1 ) 处为 1 ，其余全为 0 

的上三角矩阵即可 ， i 


- 1 . 因此 


— 1 ， ••• 


，n 


C G ( P )-{ J n ( A ,/ x )| A ,/ xGC , A ^ O }. 


由此即知 Z { P ) = ( J n ( l ,/ i ) I mgC }. 

下面求 


N g {P) := {A e GL{n, C) I AP 二 PA} 

={A e GL{n, C)| AJA^ 1 C P, A~ l JA CP, V J G P}. 

首先，所有 n 阶上三角可逆矩阵均在 iV e ( P ) 中.我们 断言： N g (P) 恰是所 
有 n 阶上三角可逆矩阵作成的群. 

设 A 是 n 阶可逆矩阵且 A 不是上三角的.设•是 A 中主对角线以下的 
非零元且 i 最大，即 


aij 7 ^ 0,i > jf ； 且若 a # # 0 , s 〉 f ,则 i 


令 J 是主对角线全为 1 且 （ j , j + 1 ) 处为 1 ，其余全为 0 的矩阵.则是将 A 
的第 j 列加到第 j + 1 列后得到的矩阵，从而 A 7 不是上三角的. 

下证 A 名 iV G ( P ). 否则存在 BeP 使得儿 7 二凡 4 ,注意到 A 7 的第 （ i，j + 1 ) 


处元是 


a i,j + a i,j+l- 


fM BA 是对 A 施行一系列初等行变换得到的，这些行变换是将大数行的若干倍 
加到小数行.由 A 的选取知的 （ i，j + 1 ) 处元与 A 的 （ i，j + 1 ) 处元相同，均 
为〜 + 1 ，从而 A 7 # 矛盾.所以 A _ AT G ( P ). 即 Ng { P ) 恰是所有 n 阶上 
三角可逆矩阵作成的群. ■ 


1 . 3 . 19 * .设 G 是有限 Abel 群，试证 g 对应到#是 G 的一个自同构当且 

仅当 fc 和 | G | 互素 • 

证令 o ( s0 是 g 的阶 • 

充分性：设 | G | 与 fc 互素，令 


G ， a ( g ) ^ g k ,^g eG . 

因 G 是 Abel 群，故 a 是群同态.设 a ( g ) = a (/ i ), 即 { h ~ x g) k — 1 . 又因为 h~ x g 

的阶是 | G | 的因子，由题设知 fc 和 h ^ g 的阶互素.由此即可推出 " = g ，即 a 是 
单射.设职 | +mk = l , 则对任一 gGG 有 


G 


a : 


— > 




9 = 9 
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这表明 a 是满射，即 a 是群 G 的自同构. 

必要性：设 a : G 


k 


^ geG 是群自同构.则对任一 g eG , 


G ， a(5) 

a ( g ) 的阶相同.另一方面，根据已知的公式 


-> 


9 




与 


k — 


9 


3 


o ( g ) 


o(g k ) - 


(M ⑷）’ 


即知和咖）互素，对为 e G 成立. 

对 | G | 用数学归纳法证明与 | G | 互素.若 | G | 二0⑷，则已证.设 o (5) 

|G| ， V 分 G G • 令 ^ 1 一 a G G, o { cl ) 

上述 a 诱导出 G 的满自 同态. 下证 a 作为 G 的自同态也是单射.事实上，若 

ot { g ) = a ( h ), SP (/ 1 _1 分产 e 〈 a 〉， 贝 ! J 


< 


\ G \. 考虑 G 的商群 G = G /〈 a 〉， 贝 lj 


= n < 


("— 1 分产 


这推出 { h ^ g ) 71 = 1. 设 In + mk = 1 ，于是 


G ( a ). 

即万二歹，故 a 是单射.因此，由数学归纳法知 fc 和 \ G\/n 互素.而已知 k 与 n 
互素,从而 fc 与 | G | 互素. 

注如果应用 Sylow 定理，则只要证 fc 与任一元的阶互素即可（从而上述证 

明的最后一段可以删去)：对 | G | 的任一素因子 p , 存在 p 阶元 g , 故 k 与 p 互素， 
从而与 | G | 互素. ■ 


1. 3 . 2 0*.设 G 是奇数阶有限群 ， a e Aut ( G ) 且 a 2 = 1•令 


Gx = {g eGj a ( g ) = g }, G_i {g e G \ a ( g ) = ^ -1 }. 

证 ：G = i 且 Gi 门 G—i — 1. 

证 由题设知 （2, | G |) 二1，因此 G 中任一元均可写成某一元的平方的形式. 

对任一 g G G ， 设 g ~ l a { g ) 


2 


因 


X 




( X ) 2 二 a (5 _1 o ^)) = ^{ 9)^9 =(分—^⑷疒 1 


-2 


=X 


而: r 和 a { x ) 的阶相同且为奇数，由此容易推出 a { x ) 


\即$ e G - i . 又因为 


X 




{ gx ) = a ( g ) a ( x ) = a { g ) x~ x 


= 9 ^, 


SP gx e Gi , 故 


( gx ) x ~ 1 G G\G 


9 




— 1 ? 
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即 G = G ± G 

若分 g Gi pi g — 1，则 分 2 = 1 •但 | G | 是奇数，故 y = 1，即 Gi pi g_i = i . 


- 1 • 


1 . 3 . 21 *. 设群 G 的元 


&1, & 2 柄足 


j ^2， 


= b n x =b^ = 1, 


d \ b \ = a2&2 — b \ a \ — 62 ^ 2 ? 




其中 m 和 ri 是互素的正整数.则 cii = a2，61 = 62 . 

证 设 fc ， Z 是整数使得 fcm + Zn = l •由 aA - aA 知 


km 


( a 2 b 2 ) krn . 


O1 & 1 ) 




a ^, 故 


因 a \ b \ — 6iai , <2262 = & 2 ^ 2 ? 


km 


= 6^ m . 


b ，, ( a 2 b 2 ) krn - al m b 


km 


kmi^km 


( ai & i ) 

从而有蚱 m = •而的 n = 啦 = 1 ， 故? = 6 f m+Zn = b \ 

同理可证 


b 


2 


2 


hm+ln 


= &2- 


ai = a ]. 


§ 4 循环群 


知识要点： 

固定阶循环群在同构意义下的唯一性：无限循环群同构于整数加 法群; n 阶 
循环群同构于模 n 的剩余类加法群 Z n . 

循环群的全部 子群; 特别地,无限循环群的子群是无限循 环群; n 阶循环群的 
子群是 m 阶循环群，其中 m | n ; 有限循环群的固定阶子群在集合意义下的唯 


性. 




无限循环群⑷的生成元只有 a 和^ 1 ; n 阶循环群⑷的生成元为#， 

( fc ， n ) 二 1 ，1 ^ k < n . 

无限循环群〈 4 的自同构群同构于 Z 2; n 阶循环群⑷的自同构群同构于 
(即 Z n 中乘法可逆元作成乘法群). 


1.4.1. 证明 Euler 定理：若 n 是正整数， a 是与 n 互素的整数，则 , (n) 

1 (mod n ), 其中 p ( n ) 是 Euler 函数，即 ( f ( n ) 是与 n 互素的不超过 n 的正整数 

的个数. 




特别地，若 p 是素数，则得到 Fermat 小定理： a p 三 a (mod p ), V a G Z . 

证 Z n 中乘法可逆的元作成 ^{ n ) 阶群，记为 Z ；；. 因 ( a , n ) - 1, a G Z ；. 

于是在群 Z : 中有 ㈤ #( n ) = T ，即 ,( n ) 三 1 (mod n ). 

若 p 是素数，则 p ( p ) 

a p 三 a (mod p ). 此式对 p | a 也是对的. 


1 . 因此，若 p f a ， 则 a p _ 1 三 1 (mod p )， 从而 


P 一 
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1.4.2 .设 n 是正整数，试证：满足方程，=1的复数的集合 G 在通常乘法 
下是一个 n 阶循环群. 

证 G = 


2 kn 


2 kn 


2jt 


2jt 


fc = 0,1， 


+ isin 


，n — 1 


• • — 一 
- hi sm — 


cos 


cos 




• _ _ 


1.4.3. 群 G 没有非平凡子群的充分必要条件是 G = {1} 或是素数阶循 


环群 • 


证 充分性显然，只证必要性.设 G / {1}. 因为 G 无非平凡子群，故 
G = l ^ geG . 同样的原因 g 的阶只能是 素数. ■ 


1.4.4. (1) 设 a 和6是群 G 的兀，阶数分别是 ri 和 m ，（ n ， m ) = 1 H ab — ba . 


求 \{ ab )\. 


(2) 设群 G 中元 g 的阶与正整数 n 互素，在⑷中求解方程 

(1) 因为 ab = ba 且 a 的阶与&的阶互素，故 a & 的阶恰为 


= 9 . 


m 


• 因此 


( ab ) 的阶是 mn . 

(2) 设 so ( g ) +tn = l , s,t eZ . 于是 g = g tn ，ik x = g t e ( g ) 是方程 


= 9 


的解 • 


设 


的解.则由 


， Q 1 (0 ^ ^ m ^ o ( g ) — 1) 均是 

1 ， tn = l (mod o ( g )). 从而 o ( g ) | (m — t ) n , o ( g ) \ {m — t ), 于是 m = t . BP 


知 


x = g 


= 9 


9 = 9 


在 （ g ) 中方程 


有唯一的解. 


= 9 


1.4.5. 真子群 M 称为群 G 的极大子群，如果不存在 G 的子群 B ， 使得 
M < B < G . 确定无限循环群的全部极大子群. 

解 无限循环群 Z 的任一子群形如 nZ ， 这里 n 是非负整数.它是极大子群 
当且仅当 n 为素数. ■ 


1.4.6*. 如果有限群 G 有唯一的极大子群，则 G 是素数幂阶循环群. 

证 首先回顾极大子群的定 义：群 G 的子群丑称为 G 的极大子群，如果 
H 參 G ， 并且包含丑的子群只有 G 和丑本身. 

设丑是 G 的唯一极大子群.因为 G 是有限群，故 G 的任一真子群必含于 
G 的某一极大子群之中.因为丑是 G 的唯一极大子群，故丑也是 G 的最大子 
群，即丑包含 G 的任一真 子群. 取 g _丑 ， g e G ， 则 G =⑷（否则得到矛盾 

( 5 > ^ H). 


若 P 的阶含有两个不同的素因子 p 和 g ， 则〈#〉和〈#〉均是 G 的真子群. 
从而〈#〉，〈5” G 丑.因为 ( P ， q ) = 1， 所以存在整数 Z ， m 使得 lp + mg = 1. 故 
g = g lp+rnq e H , 矛盾！ ■ 







•57 • 


1.4.7. 举一个无限群的例子，它的任意阶数不为1的子群都具有有限指数. 

解设丑是无限循环群 Z 的阶数不为1的子群，则丑= nZ ， 它的指数为 
这里 n 是正整数. ■ 


1.4.8. 设 p 是一个素数，存在正整数 n 使得 
对于复数的乘法作成群.试证 G 的任意真子群都是有限阶的循环群. 

证设丑是 G 的真子群，故存在 g e G , g i H , 设 g 的阶为 p ' 则 H 
中任一元的阶为 p m ， m < n . 否则，丑中有元 / i 的阶为 p m , m ^ n , 则 / i 是 

1=0 的解集作成的 p m 阶循环群 L 的生成元.因为 m 彡 n ， 故 g G L H 
矛盾！ 设 h 是 H 中阶最大的元 ，则丑 = 〈/ i 〉. ■ 

1.4.9. 若群 G 只有有限多个子群，则 G 是有限群. 

证由假设 G 中元的阶均为有限，否则， G 有同构于 Z 的子群，而 Z 有无 
限个子群 nZ . 

由假设 G 只有有限多个循环子群.另一方面， G = | J ( a ). 所以存在有限个 

aeG 

元 W ，… ，〜 ，使得 G = [ J 〈％〉；而每个〈以均为有限群，从而 G 是有限群 


1 }，则 G 


x p 




l«n 


1.4.10*. 有理数加法群 Q 不是循环群，但它的任意有限生成的子群都是循 


环群. 


证设 ^ Q . 取素数 p ， p 不是 n 的因子，则^0 


. 这表明 Q 不是循 


环群. 


欲证 Q 的有限生成子群是循环群，由归纳法只要证由两个元生成的子群是 
循环群即可. 设 H = 


d 


，令 d = ( ms ， ni ). 贝 lj 


且二 e 


G 






ns 


d 


d 


d 


.故 丑二 


，- e 


ns 


ns 


ns 


1.4.11* •在 n 阶循环群 G 中，对 n 的每个正因子 m ， 阶为 m 的元恰好有 
W ( m ) 个，其中 p ( m ) 是与 m 互素且不超过 m 的正整数的个数.由此证明等式 


E 咖 )= n . 

m\n 


证 设 G = ( a 〉， m 是 n 的一个正因子，则 G 中阶为 m 的元恰好有 ( p ( m ) 
个. （事实上，若 o ( a k ) 


则 


( n ，/ c ) 


于是 fc = g ' g 为正整数.从而 ( n , k ) 


( m ， g ). 于是 （ m ， g ) = 1， 


n , q — 
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1 ( q < m . 这样的 g 恰有 p ( m ) 个 •） 

现在来数 G 中元的个数.因为 G 中任一元的阶均是 n 的正因子，故 

1^1 = ㈣ • 


1.4.12* .设 G 是一个 n 阶有限群，若对 n 的每一个因子 m ， G 中至多只有 
一个 m 阶子群，则 G 是循环群. 


证设 G 中元的全部阶为 d u …， d t . 我们断言： G 中阶为木的元恰有 ^( di ) 
个， i = 1，2,…，(事实上，设 a , z € G ， 并设 o ( a ) =表•若 o ( x ) =木，则 〈 a 〉 与 

( x ) 均是木阶子群.由题设知: 〈 a 〉 =〈 0 ；〉，从而 

样的 / C 恰有^⑹个，从而这样的元 X 恰有个 •） 

由题 1.4.11 得到 


k 


， （k ， = 1，1 ^ di ? 






(*) 


n 






注意到{山，…，木 } [ {m I m 是 n 的正因子 }， cp ( m ) 是正整数，故 （*) 式意味着 

这两个集合必相等，从而存在 i 使 den . 即 G 是循环群. ■ 


1.4.13* .群 G 是循环群当且仅当 G 的任一子群形如 G - = { g ^\ geG},n 
中 m 是非负整数. 

证必要性易证，只证充分性.设 G 的任一子群形如= { g ^\ geG},n 
中 m 是非负整数. 


0.于是有 b e G 使得 

-& m . 由题设〈&〉 n >0. 于是有 ceG 使得 b = c n , 因 c m e =⑷， 


首先设 G 有无限阶元 a . 由题设 〈 a 〉 = G 


, m > 


故有 


= b rni = c 


显然 c 是无限阶元，于是 
循环群. 


1. 于是 G 二=⑼是 


m — nmi . 1 — ni 


下设 G 中任一元的阶均有限.容易知道 G 有素数 p 阶元&则⑷= GT 设 
x 是 G 中任一元 ，则 ， G &〉，故= 1，从而 o ( x ) I pn . 因此 G 中元的阶的集 
合是有界集.设，…是 G 中元的阶的素因子的集合. 

设丑彡 G , 则丑=因此 xHx - 1 = xG l x~ x = 0 =丑，即 G 的任一子群 

均为正规子群. 

设 g 是素数 p 阶元，则 g 是中 心元. 寒 1 实上 ，V x e G ， xgx - 1 - g \ 不妨设 

p — 1,又 g~ l xg ~ xK 于是 


9^ 3 = ^9 = 9 1 尤, 
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从而 1 二 x j ~ l . 因 （i — l , p ) = 1， 故分由 1 生成，从而 y 是: r 的幕，于是 

与 x 可换. 

现在对每个内，容易知道可取到内阶元队.因此由上所述， 

阶 为仍… ~的元.于是总可取到 G 中元/ I ，/ I 的阶有因子 

是具有这种性质的元的阶中最大的一个.则〈~ = 于是有 /I 


9 


• • 9 m 是 


9 = 9 \' 


，且"的阶 


Pi - -Pm 


则 


k 


o ( a ) 


o ( h ) = o ( a fc ) 二 


(M ⑷）. 


Ma 的阶也有因子 
o ( a ) 且 (/ c , o ( a )) = 1,从而 ( k,pr - pm ) = 1. 

设 x 是 G 中任一元,则 ( k , o ( x )) ^ 1 (因为 0 ($) 的素因子属于{仍,… , Pm }) 
于是存在整数 Z ， 广使得1 =仏+ I ’ o ( x ) , 从而 

x = ( x l ) k eG k - ( h ), 


• Pm ， 故由"的取法知 0 ( a ) < 0 (/ l ) < 0 ( a ). 从而 0 (/ l ) = 


Pi 


■ • 


即 G =〈"〉 


§5正规子群和商群 


知识 要点： 

正规子群的定义和等价 说法； 正规子群的 例子； 商群的构造与 意义; 群同态 
基本定理的表述、意义和 证明； 群同态基本定理的应用：子群对应定理和两个同 
构 定理； 应用 举例： 如群 G 的内自同构群同构于 G / Z ( G ), 其中 Z ( G ) 是 G 的 

中心. 


1.5.1 •令 G 是实数对 （ a ， 6 )， a 一 0带有乘法 （ a , &)( c , d ) = ( ac ? ad + b ) 的群. 
试证 •_ K = {(1， b )\ beR }^ G 的正规子群且 G / K ^ W , 这里 R * 是非零实数的 
乘法群. 


证 直接验证考虑群同态 tt : G —^ R *，7 r ( a ，&) = a . 这显然是满同 
态且 Keryr = K •故由群同态的基本定理知 G / K ^ R \ ■ 


1.5.2 .设 G 是群 , N <M < G . 

(1) 如果 TV <] G ， 则 W < Af . 

(2) 如果 N < M , M < G , N 是否一定是 G 的正规子群？ 

证 （1) 直接按照定义可证 • 

(2) 正规子群不具有传 递性. 例如， Z 2 < K 4 < S ^ 其中 K 4 是 Klein 四元群. 
但 Z 2 不是&的正规子群. ■ 


1.5.3. 试证: 
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题解答 


(1) 群 G 的中心 Z ( G ) 是 G 的正规子群. 

(2) 群 G 的指数为2的子群 TV —定是 G 的正规子群. 

证 （1) 直接由定义 可证. 

(2) 因 [G : iV ] = 2,故 G = N[jgN = N [ jNg , Mg ^ N . 于是 gN 
Ng , Vp 6 G •即 TV <3 G . 


1.5.4. (1) 设 TV <3 G ， M 是 G 的子群且 iV < M •则 N g (M)/N = 
这里 G = G/N, M = M/N. 

(2) 设 / : G 

X = Ker/. 

⑶设 /: G - 


H 是群同态， M ^ G. 试证 = KM, 这里 


H 是群同态. 若 g 是 G 的一个有限阶元，则/⑷的阶整 


除5的阶. 

证 （1) 注意到 N^(M) 形如 H/N. 由定义直接证明丑= N g (M). 
( 2 )和（ 3 )由定义直接验证. 


1.5.5. 设 M 和 AT 分别是群 G 的正规 子群. 如果 Mp\N = 1,则对任意 

G M , b & N 有 ab = ha . 

证设 


风 & € iV •因 aba—A— 1 


(aba~ 1 )b 

a(ba~ 1 b~ 1 ) G Af •故 aba — 1 b 一 1 G M f| TV = 1 ， 即 ab = ba. 


e N, aba— 1 b — 1 


a G 


1.5.6. 设 N <iG，g 是群 G 的任意一个元•若 p 的阶和 \G/N\ 互素，贝 !j 


geN. 


证设 o(g) 


，则， : 

(m ， n) = 1 ，故歹二 1. SP g G N. 


T . 令 


G7iV| ， 则 f L 但是 


9 


1.5.7. 如果 G / Z { G ) 是循环群，则 G 是 Abel 群. 

证设 G / Z { G ) =〈^⑹〉•则 Va ， & e G , 存在 c , d e Z ( G ) 使得 

b = g n d 由此可见 M 即 G 是 Abel 群. 


a 


g c, 


1.5.8*. 用 1( G ) 表示 G 的全部内自同构组成的集合.试 iBJ ( G ) 彡 Aut ( G ), 

且 1( G ) 兰 G / Z ( G ). 

证容易验证 /( G ) 是 Aut ( G ) 的子群 • 考虑映射 7 T : G ——> Aut ( G ), 7 r ( p ) = 

(Tg, Mg € G , 其中 a g ( x ) 

1( G ), 因为 Kervr = Z ( G ), 故由群同态基本定理可知 I { G ) ^ G / Z { G ). 

1.5.9*. 试证非可换群 G 的自同构群 Aut ( G ) 不是循环群 • 

特别地，若群 G 只有素数个自同构，则 G 是可换群. 


\\/x e G , 则直接验证 7T 是群同态而且 7t(G) 


= gxg 
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证否则， G 的内自同构群 1( G ) 也是循环群，即 G / Z ( G ) 是循环群，从而 G 
是可换群.矛盾！ 

若群 G 只有素数个自同构，则 Aut ( G ) 是循环群，从而 G 必是可换群. ■ 


1.5.10* •用 [ G , G ] 表示群 G 的换位子群，即由所有换位子[仏/ I ] 
g.h e G 生成的 G 的 子群； 记 G (1 ) = [ G ， G ], G ( n ) = [ G ( n -' G^- 1 ).]，V n > 1. 
则 GW 均是 G 的正规子群， Vn ^ l . 

证对 n 用归纳法.熟知 G ^ 1 ) 是 G 的正规子群.设 n > l , a : € G ^ n \ g eG , 

9 l ^ l 9 l ^1 drnhrnQrri ^ h ^ ^ 其中 pi，"i € G( n ”， 1^2^ 


W \ X 形如 


X 


m. 


于是 


1 = ggi^igi 1 ^ 1 - - - gmhmg^h 

= (ggig—lghg-lggrUgd 1 ).. • 

(ggrug—lghrugm—lgm 


g^g 


g 


由归纳假设^是 G 的正规子群，从而 
于是由上式知 
是 G 的正规子群. 


\ ghtg - 1 eG ^ n - l \ 

1 e G ( n ). 即 G ( n ) 


99 i 9 


m, 


1 仍是^ (71 ~ 1} 的换位子的乘积，所以 


9^9 


g^g 


1.5.11. 设 AT <3 G ， NCi [ G , G ] - {1}，贝 Ij AT 彡 Z ( G ). 

证 i ^ xeN , geG . gxg - x x~ x G N f ][ G , G ] = {1}, 从而 x G Z ( G ). 


群 G 的非平凡子群 TV 称为 G 的极小子群，如果不存在子群 B 使 


1.5.12*. 

得1 $ B g N • 试证: 


(1) 整数加法群 Z 没有极小子群. 

(2) 有理数加法群 Q 既没有极小子群也没有极大子群. 

证 （1) Z 的非平凡子群形式如 〈 n 〉， n 是正 整数. 注意到 〈 n 〉 真包含 （ mn 〉, 
V m > 1. 故 Z 无极小子群. 

(2) 有理数加法群 Q 的任意一个非平凡子群 F 含有与整数加法群同构的子 
群，从而由⑴知丑不是极小子群.故 Q 无极小子群. 

下证 Q 无极大子群.首先证明 Q 是由集合 


— | : P 为素数 ， r > 1 


_ 


P r 


生成.事实上，设 m/n € Q , 


… P ? ， Pu …， Pt 是互不相同的素数_令 
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h = njfc ，贝 IJ (心 ，…， & t ) 二 1. 故存在 整数％ 使得 L aA 


1•于是 


^ aibim 


m 


E 


a^m—= 

p ? 


n 


n 


这就证明了 Q =〈 P 〉. 

设丑是 Q 的真子群，由上述可知存在素数 p 和正整数 r 使得 ^朱 H . 

nr\t 

若 H 极大，则〈丑， l / p r ) = Q . 于是存在整数 n 使得1 /〆 

( np - l )/ p r+1 eH.U { np - l , p r ^) = 1,故有整数 c , d 使得 c ( np - l ) + dp r 


V 


n / p r e H , HP 

+ 1 — 1 


+ 1 _ 


从而 


r+1 


1 np — 1 


P 


十 ㈣ 从 


这与 — iH 相矛盾！这就证明了 Q 无极大子群. 


P r 


1.5.13* •设 a 是有限群 G 的自同构 ，^ I = { geG \ a { g ) 

⑴若 |/|>^ G |， 则 G 是 Abel 群. 

(2) 若 | J | = #| G |, 则 G —定有指数为2的 Abel 正规子群. 
证对于任 

(事实上 ， w e x / fV ， 有 yd 使得 


试证: 


9 




4 


€ J , 有 xlf]ic C G ( x ). 从而 | x / n /| ^ \ C G ( x)l 

于是 


X 




z = xy. 


1 


1 


a(x)a(y) — a(xy) = a(z) — z 


x 


= y 


X 


y 




即 $ 与 y 可换，从而 z 与 z 可换，即 z e Cg ( x ).) 

( l ) 设 |/| > #| G |， 则对任一 ： re J 我们有 


4 


3 


xlf^I = \xl + |/ — > — G+--G — — G|, 


2 


4 


4 


G\. 由 Lagrange 定理知 Cg ( x ) = G , 即 $ G 从而 

IC Z ( G ) •因 | J | > $ G |， 故 Z(G) = G ，即 G 是 Abel 群. 

(2) 设 | J | 二 #| G |， 则对任一 xeJ 我们有 


从而|&($)| 


> 




2 


4 


G\ ^ \xlf]l\ ^ \Cg(x) • 


2 
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我们 断言： 存在 


I 使得 | C a (: r )| 


\ G \, 否则 C G ( x ) = G，Vx e /，即 
/C Z ( G ). 于是 \ Z ( G )\ ^ \ I \ - $ G |， 故 Z ( G ) 二 G ， 即 G 是 Abel 群，从而 J 是 
G 的子群.这与 | J | 二# | G | 相矛盾！ 


x G 


4 


设 x e /，满足 \Cg(x)\ = -\G\. 此时 xl f]I ~ Cg ㈤ 是 G 的指数为 2 的正 
规子群 . 设 z,? e Cg ㈤ ，贝 ! J 


2 


g Cg ( x ), 从而 2 : 2 / e J . 于是 




1 z / ^~ 1 = a(z)a(z f ) — a(zz f ) — (zz f ) _1 — z f 


z 


z 


BP Cc ㈤ 是 Abel 群. 


§6 置换群 


知识 要点： 

售 

变换群的重要性； Cayley 定理; &中元的表达、奇偶性、阶. 

对称群与交错群的生 成系； &中共轭类的划分：两个置换在&的同一共轭 
类中当且仅当它们的型相同. 

有限单群 ; (n > 5) 的 单性; 举例：&的正规 子群； S 4 / K 4 同构于为. 


1.6.1. 把置换 a = (456)(567)(761) 写成不相交轮换的积. 

(16)(45). 




1.6.2. 讨论置换 


2 


n 


-1 … 1 


n n 


的奇偶性. 


当 n = 2 m , m > 1 时, 
2m — 1, m > 1 时， 


(1 n )(2 n — 1 ) … （m m + 1); 

(1 n )(2 

故当 n 二 4 m — 3， 4 m，m > 1 时， o * 是偶置换；而当 n 二 4 m — 2， 4 m — 1 ， m ^ 1 


a 




当 


1 ) … {m — 1 


+ 1 ). 


n 


cr 


m 


n — 






时， ( J 是奇置换. 


1.6.3. —个置换的阶等于它的轮换表示中各个轮换因子的长度的最小公 


倍数. 


证 首先,长为 Z 的轮换的阶恰为其次，在一个群中，若 a 的阶为七&的 
阶为 t ， 且则 a & 的阶恰为 s 与 t 的最小公倍数.由此即得结论. ■ 


1.6.4. 设 


(12... n ) e 、 证明： CsM = (a). 


a 
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证 Cs n ( cr ) — {r e S n I 

(n)). 因此，若 t e Cs n (cr) ，贝 ! J (t(1)t(2) … 丁 (n)) = (12 … n) 


} 2〈(7〉. 另一方面 


1 = (T ⑴ T(2) … 


(7丁 = 丁 a 


丁（7丁 


设丁⑴= i ， 


G. 




则 


n — i + 1 


i + 2 


n — 


n 


參寒礓 


i i + 1 … 


… i - 1 


n 


卜 1 .故 C Sn (or) = (cr) 


即 


T — (J 


1.6.5. 试证当 n > 3 时，中心 Z ( S n ) = {1}. 

证设 t # 1 ， T e 贝 IJ t 至少有一个长为 m 的轮换因子 

(12 ... m ), 则由题 1.6.4 知，中就含有与 a 不可换的元（这是因为 

而 | S m | = m !). 因此&中当然就含有与 t 不 


> 1•不 


(j, m 


妨设 

=⑷，故 | C 5 m (^)| 

可换的兀（将看成&的子群)，即 t 《 Z ( S n ). 


G = 


= m ， 


1.6.6. 当 n > 3时，试证 

的生成元. 

证全体长为3的轮换生成 A n . 故只要证这 n - 2个3轮换能生成任何一 
个3轮换 • 

任取3轮换 （ ij / c )， 若 i ， j，k 中含^有1和2,则结论显然成立•若 i ， j，k 中含 
有 1 和2之一，不妨设 （i j fc ) 二 （1 j fc )， 则 （1 j fc ) = (12 k )( l 2 k )(12 j )( l 2 k ). 

若 i ， j，k 中既无 1，也无2,贝 ！ j ( ijk ) = (12 i )(12 i )(12 k )( l 2 j ){12 j )(12 i ). 


2 个 3 轮换 （12 3)，（12 4)， …， （12 n ) 是 A 


n — 


1.6.7. 试证 A 4 没有 6 阶子群. 

证直接计算可知山有4个共 轭类： {(1)}， {(12)(34), (13)(24)，(14)(23)}， 
{(123),(142),(134),(243)}, {(132), (124)，(143)， (234)}. 由此即知山的正 

规子群为 {(1)}, ^4, A 

因为指数为2的子群是正规子群，故 A 4 没有6阶子群（否则，乂 4 有6阶正 
规子群，与上述结论不合). ■ 


4 - 


1.6.8. 设 Q 和 (72 是中的两个偶置换.若 Q 和 (72 在5^中共轭，则它 
们在4中也一定共轭吗？ 

解否！ 例如：在&中 （123) 与 (132) 的型相同，故它们在&中共扼，但 
在山中却不共辄（参见题 1.6.7). ■ 

注关于&的一个共轭类在4中的分裂情况可参阅 [ FZL ], p .64. 虽然那 
本书上只谈馬，但是使用的方法可以推广到 


1.6.9*. 确定&的全部正规子群. 
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注意到 G 的子群 iV 是 G 的正规子群当且仅当 N 是 G 的一些共轭类 


的（无交)并. 

在&中，两个置换共轭当且仅当它们有相同的型.由此可立即写出&的 
全部共轭类如下： 

型为 I 4 : 


( 1 ) 


型为 1 2 2 x : (12)，(13)，(14)，(23)，(24)， (3 4) 

型为 1 3 3丄： 

型为2 2 : 

型为 4 1 : 


(123)，（132)，（124)，（142)，（134)，（143)，（234)， (24 3) 
(12)(34)，（13)(24)， (14)(2 3) 

(1234)，（1243)，（1324)，（1342)，(1423)， (1432). 

设 iV 是& 的正规子群 ， SJN ♦ {(1)}，贝 lj |7 V | = 12, 8, 6, 4, 3, 2. 

首先， | iV | / 6 (否则，除去单位元外 7 V 还有5 个元. 但对上述共轭类 


的分析表明 5 个元的集合不可能是一些非中心共轭类的并.矛盾!) . 同理可证 

|iV|#8,3,2. 

其次，若 |7V| 二 12, 则 N^A 4 (否则， NA 4 = 5 4 . 因此 S^/A a - NA 4 /A 4 ^ 
N/Nf]A 4 . 由此可知，&有6阶正规子群 Nf]A 4 , 矛盾! )• 

最后，若 |iV| = 4, 贝 !] N = K 4 = {(1),(1 2)(34), (13)(24), (14)(2 3)} (这是因 

为 N 是一些共轭类的并.而 |iV| = 4, 故 iV = K 4 是唯一的选择 .). 

综上所述， {(1)}, K 4 , 山，5^4是5^4的全部正规 子群. ■ 


1.6.10*. 试证： 

(1) 对 称群& 是交错群 ] 2 n 的子群. 

(2) 每个有限群均是某个交错群的子群. 

证 （1) 将&中的元写成互不相交的轮换的乘积.考虑群的嵌入& — > 
A 2n , 它将每个轮换 a 映成 (J〆 ， 其中 〆 是将 (7 中 1 改为 n + 1，2 改为 n + 2 , …， 
n 改为 2 n 所得的中的轮换. 

⑺由 Cayley 定理，每个 n 阶有限群 G 均是对称群&的子群,再由⑴知 
G 是交错群 A 2 n 的子群. ■ 


的置换共有个，由此证明 


1.6.11*. & 中型为 l Al 2 A2 … 


入 n 


E 




其中 A 取遍所有的型，即 A 取遍所有的数组（\， A 2 ，…， A n ) ，人 均为非负整数且 

柄足入1 + 2入2 + • . . + Ti\ n 


= n. 
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二部分问题解答 




证令 PAA ， …， A n ) 是中型为 l Al 2 A2 •- 
个字母1，2,… 

如下： 


的置换的集合, P n 是 
的所有排列的集合.定义映射 7 T : P n ^ P ( Ax , A 2 ,... , A n ) 


A 


n 


• n 


n 


，n 


( Pl ， P 2, …， Pn ) e P n ，令 TT ⑼是这样的 置换： 在排列 p 中，从左至右前 
Ai 个字母均作为长为1的轮换因子，接下来依次作为 A 2 个对换因子，等等，即 


丌⑼ =( 仍） … (p Xl ) (PA 1 + IPA 1 + 2 ) - - - (PAi+2A 2 -1PAi+2A 2 ) … • 


Ai 


入 2 


n 


显然 tt 是满射.对任一 a e P ( Ai , ••- , A n ) 


>) 中恰好含有个 

排列（要看出这一'点只要注意到两个事实：其一 ‘, 一 '个 长为 i 的轮换 （ti …^)有 
i 种写法： ( ht 2 •- U ), [ t 2 •- tih)， …， (U ii ••- ^_ i ); 其二， A ; 个两两不相交的 
长为 i 的轮换是两两乘积可换的 .). 由此可见 |7 r -1 ( a )| 只与 a 的型相关，故有 


，丌 


P n | = Itt — HqOIIP % ，…， A n )|， VaeP ( A ； L ， … , A n ). 


即 


n\ 


| P ( Ai ， …， A n )| 


n 


n 〜 


i=l 


当 A 取遍所有的型时，有^ IPAi ，…， A n )| = |&|,由此即得到所要证的等式. 


A 


1 . 6 . 12 *. 当 2 时,试证 （ 12 ) 和 （ 123 … n ) 是&的一组生 成元. 

证设 札是由 （1 2 )和 （1 23 … n ) 生成的&的子群,用数学归纳法证明 


H n — S n . 


2 时显然成立.设 h = 5 n _ i , 我们有 
(23 … = (12)(12 … n) ei7 n ， 

(In) = (nn_ 1 … 321)(23 … • n) = (1 2 … n) n ~ 1 (23 • • • n) & H n 

1) = (ln)(12 • • • n) e H n . 


n — 


( 12 . 


n — 


_ • 


由归纳假设 （ l 2 ) 和 （ l 2 •• 

而 （ 12 ) ，…， （ In - 1 )， （ In ) 是& 的一组生成元，故 i 7 n = S n . 


1) 生成•因此 {ln)eH n . 


• n — 


§ r 群在集合上的作用 


知识 要点： 

群作用的 思想； 群作用的两种定义的等 价性； 作用 的核； 三种典型的作用及 
其核：（左）正则作用、（左）诱导作用、共扼作用. 
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G 


轨道公式:若群 G 作用在集合 S 上 ，: r e 乂则 | Gx | 

G \ gx = x } (称为 o : 的固定子群)， Gx = {糾 \ g e G } (称为 x 所在的轨 道). 

Klein 关于几何学的 Erlangen 纲领：（欧氏、仿射、射影等）几何学与（正交、 

仿射、射影等）变换群作用下的不变性. 

Burnside 引理及其在计数中的应用（例如，项链问题、开关线路问题、正多 

面体的着色问题、分子结构的计数等). 

1.7.1 .设 G 作用在集合 S 上,对任意 a，b e S , 若存在 g e G 使得^ = 6, 

^ g . 换句话说，同一轨道中元的固定子群彼此共轭. 

我们有 


，其中 G x {g e 


Gx 


则 G 


二 g 


Gb = {x E G \ xb = b } = {x & G \ xga = ga ) 

=[x G G \ g~ l xga = a } = {x G G | g~ l xg G G a ] 

= gG a g ~\ 


1.7.2. 设群 G 在集合 S 上的作用是可迁的， N 是 G 的正规子群，则 S 在 
N 作用下的每个轨道有同样多的元. 

解设 S 二 Ga ， 则对任 


& S，x = ga，g & G ， 有 


X 


赢 


x } = {n E N \ nga — ga ) 


N x = {neN 

二 {ne N \ g~ l ng G G a } = N ^] gG a g ~ l - 


nx 




又因为 N < G ， 槪 N x = N ^ gGag - 1 - gi . N ^ G ^ g -^ gN a g -\ 从而 

A ^| \ N \ |iV 

Ag = I 曲 - 1 ! = W ^ 

即 S 在 TV 作用下的每个轨道有同样多的元. 


= Na \. 


Nx 


( Burnside 引理）设群 G 作用在集合 S 上，令 t 表示 S 在 G 作 
用下的轨道的条数.对任意 geG , F ( g ) 表示 S 在 g 作用下不动点的个数，即 

F ( g ) — \{x ^ S \ gx — x }\. 试证 


1.7.3*. 


E ，） 

+ — g^G 

|G| • 

这就是说, G 的每个元作用在* S 上平均使得 i 个文字不动. 

证令 Q = {(^， x ) e G x S \ gx ^ x } ,我们用两种方法计算 
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题解答 


第一种方法：先固定 g e G , 得到 




geG 


第二种方法：先固定 x e S . 设 5" 
到若 X e Gxi ， 则 | Gx | = \ Gxi \. 于是 


U 是 S 的按轨道的划分.注意 


l^i^t 


G 


G 


^ i^i ^ 


EE 


Gx 


Gx 


x^S 


x^S 


i=l x^Gxi 


G 


G 


EE 


^2 \ Gxi 


t\G . 


i=l x^Gxi 


故 J 2 F ( g ) = t \ G \. 


geG 


求正四面体、正六面体、正八面体、正十二面体和正二十面体（如下 
图所示）的旋转群和对称群各有多少个元？ 


1.7-4. 


正四面体 (tetrahedron) 正六面体 (hexahedron) 


正八面体 （ octahedron) 




正十二面体 （ dodecahedron) 


正二十面体 (icosahedron) 


设 S 是正多面体的顶点的集合，则相应于五个正多面体， S 分别含有4, 


8, 6, 20, 12个顶点•（注设 r 为顶点数， e 为棱数，/为面数，则这五个正多面 

体的 ( v ， e ， f ) 分别为（4,6,4)， (8,12,6), (6,12, 8), (20,30,12), (12,30, 20). 验证 
Euler 公式 


+ / = 2 .) 

相应的旋转群和对称群在 S 上有自然的作用，且作用是可迁的.因此由轨 
道公式知 | G | = ISIIGU 其中 Q 是顶点1的固定子群. 


V 


e 
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若 G 是旋转群，则 Gi 分别是正三角形、正三角形、正四边形、正三角 

形、正五边形的旋转群，因此其阶分别为3, 3，4，3，5.故 G 的阶分别为 
12, 24, 24, 60, 60. 

若 G 是对称群，则分别是正三角形、正三角形、正四边形、正三角 

形、正五边形的对称群，故 IGd 分别是6, 6, 8, 6, 10.故 G 的阶分别是 

24, 48, 48, 120, 120. ■ 

注 注意到正六面体的旋转群和正八面体的旋转群 同构； 正六面体的对称 
群和正八面体的对称群同构.正十二面体的旋转群与正二十面体的旋转群 同构; 
正十二面体的对称群与正二十面体的对称群同构. 

三维空间中有且仅有上述五个正多面体被认为是整个数学史上最优美、最 
奇妙的发现之 一. 参见 [ WH ]. 


1.7.5*. 设 p 是一个素数， G 是 p 的方幂阶的群.试证 G 的非正规子群的个 

数一定是 P 的倍数 • 

证令 S 二 { G 的非正规子群 } ，考虑 G 在 S 上的共轭作用.由轨道公式知 


G 


S 卜 E 


41， 


HeR 


其中 i ? 是 S 的一组轨道代表元，是丑的固定子群，也就是 丑在 G 中的正 
规化子•因 IG / Gy 是 P 的方幂,且 G # (否则 H 〈 G , 与 H 6 S 不合)，故 

P\ |^|. ■ 


1.7.6* .令 G 是一个单群，如果存在 G 的真子群丑使得 [G : H }^ 4,贝 lj 


G \ ^ 3. 


证考虑 G 在丑的左陪集集合上的左诱导作用.于是有群同态 r G — Sm , 

m = [G : H ] 4, 因 G 是单群，故 Kerp — {1} (否则 Kerp — G , 从而 

H = G ), 于是 G 可视为的子群， m 彡 4. 

3, 因 G 是单群，故 G 从而 | G | 彡 3. 

4, 因 G 是单群,故&， G 会山.又因为 p - 群有非平凡的中心, 

故8•因 [G :丑]= 4,故 | G | / 6. 又因为4阶群非单，从而 | G | 彡 3. ■ 


其中 


若 


若 


1.7.7*. 设 F 是群 G 的指数为 

个有有限指数的真正规子群. 


的真子群，试证丑 一 定含有 G 的一 


n < oo 


如果还有 | G | > n !， 则 G 不是单群. 

证设 


[G : H }. 考虑 G 在丑的左陪集集合上的左诱导作用，则有群 
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同态 


S n , Kerp 二「| gHg " 1 < G . 

geG 


p : G 


因 Kerp (H ，故 Kerp # G •因 


Gj Kerp = Im ( p ) ^ S n , 

故 [G : Kerp ] | n !. 从而 Kerp 是 G 的指数有限的真正规子群且 Kerp C H . 

如果还有 | G | > n !， 则 Kerp ^{ l }, 从而 G 不是单群. 


1.7.8*. 试证一般线性群 GL ( nX ) 不含有指数有限的真子群. 

证 否则，设丑是 G = GL { n , C ) 的指数有限的真子群， [ GL ( n , C ): H ] 

考虑 G 在丑的左陪集集合上的左诱导作用，则有群同态 

|(?/ Kerp | | m ! •设 \ G / Kerp | = s . 

\/B gG ， 有 B s € Kerp . 而另一方面，由线性代数知对于任一 AeG 和任一 
正整数 L 存在 B ^ G 使得 A =逆.因此 A e Kerp , \/A G G . 于是 G = Kerp , 

即丑 = G ， 矛盾！ ■ 

注下证线性代数中的结 论:设 A 是复可逆方阵，则对任意正整数均存 
在复可逆方阵 B 使得 A = BK 

不妨设 A 是 Jordan 块 J n ( A)，A / 0，即 


•于是 


G 


P : 


-^ 


A 


A 


A = 


A 


A 


对 n 用归纳法.记 4 = 


(1, 0, , 0). 由归纳 f 陵 




0 C 


p 


设，对任意正整数 t ， 存在上三角复可逆方阵 D ， 使得 C 二 DK 令 B 


0 D 


\ 


A 


7 


^ A , P 待定，欲使矽= A ， 即乂 = 


其中 


其中 


0 C 


0 C 


(5 jy iDt —、 这归结为解线性方程组 


7 ~ 


- 





或者 


i=0 

这里是 D 的转置矩阵.这是一个系数矩阵为 


Tr 


A 


A 


1阶下三角矩阵线性方程组.因为系数矩阵的秩为 n - 1，从而必有唯 


的 


n 


一解. 


1.7.9*. 求对 称群^ 的自同构群 Aut (5 3 ). 

解 令 I ] = 的2阶子群 } = { A u A 2 , A s }. 考虑 G = Ant ( S 3 ) 在 S 上的 
自然作用，于是有群同态厂 G 

Kerp — {ce e Aut (5"3) | a (^) = Ai , i = 1，2, 3} 

={a e Aut ( Ss ) I a ((12)) = (12)， a ((13)) = (13)， a ((23) 卜 (23)} 

= { i }， 

故 G 彡知另一 方面私 的内自同构群 /(^ 3 ) 同构于 S 3 / Z { S 3 ) = ^ 3 . 于是 

G = ■ 


5 3 . 因为 


1.7.10*. 令 G 是阶数为 2 n m 的群，其中 m 是奇数.如果 G 含有一个2” 阶 
的元，则 G 含有一个指数为 2" 的正规子群. 

证对 n 用数学归纳法.下述证明也包含了对 


1情形的证明.设 g G G 
K o ( g ) = 2 n , 考虑 G 的左正则作用.于是有群的单同态 p : G — S { G ) 二 知 m . 
于是 P ( W 的阶也为 2 n .将 p ( g ) 写成互不相交的轮换之积 • 因为对任一 aeG,G 
中的 2 n 个元 a , p ( g ) a ， p ( g 2 ) a ， … , p ( g 2Tl ~ 1 )a 互不相同，故 p ( g ) 的每个轮换因子 

U 为 2' 又因 p ( g ) 将 G 的每个元都 变动， 从而 p ( g ) 是 m 个长为 2 n 的轮换之 


积. 于是 P ⑷是奇置换，从而 TV = p ( G ) r \ 是 p ( G ) 的指数为2的正规子 
群，从而 |7 V | 二 2 n - 
于是 [G : M ] - 2 n , \ M \ - m . 

下证否则存在 g e G 使得 gMgSM •设 
则 x e gNg — 1 = N ， x^le N / M . 槪 3 的阶为 2 的正次幂.但是 


由归纳假设知， 7 V 有正规子群 M 使得 [N : M } = 2 


m. 


^ M, a e M, 


x — gag 


—l 


= 9^9 
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于是 o ㈤ | m . 矛盾! 


1.7.11*. 设 a 是有限群 G 的一个自同构.若 a 把每个元都变到它在 G 中 
的共轭元，即对任意 geG.gm a ( g ) 共轭，则 a 的阶的每个素因子都是 | G | 的 


因子. 


pm 


证设 o ( a ) 二 pm ， p 为素数，则 o ( a rn ) 

共轭 ， Vg € G ， 故不妨设 o ( a ) 

断言：存在共轭类问，使得闽中不含 a 的不动点. 

否则，即任意共轭类 M 均有^的不动点.因 a 的不动点全体作成的子群 
H^G (这是因为 o ( a ) = p )， 从而真子群丑的共轭子群覆盖了 矛盾！ 

设 [ x ] 中不含 a 的不动点.因 o ( a ) = p ，故 ㈤ 中也不含乂的不动点， 

1. 设 a 6 考虑 〈 a 〉 在 ㈤ 上的自然作用.因为 a 不是乂的不 

1，故 a 的固定子群 〈 a 〉 a 为 {1}. 从而 


因为 a 7 n ( g ) 和分也 


二 V . 


(m ， pm) 


对每一^ : r G G ， 令 [ x ] — { gxg ~ 1 \ g e G }. 


二弘 


i = l ， 


• ， P _ 

动点， i 二1， 


• P 


•，P — 


• « 


) 


|〈 a 〉 a 卜 77-v-t - | 〈 a〉| = p. 


因为 ㈤ =( J a ( a ) a , tk V I \[ x }\ I \ G \. 


1.7.12*. 设 p 是 | G | 的最小素因子•若 p 阶子群 A <3 G ， 则 A 彡 Z ( G ) 

特别地, p - 群 G 的 p 阶正规子群含于 G 的中心. 

证 因为4 G ，故 G 在 A 上有共轭作用.于是得到群同态 

S ( A ) = S p . 注意到 p ( G ) C Aut ( A ) = Z p _i K Kerp — Cq ( A )^ 于是 \ G / Cq { A )\ — 

| Imp | I (p — 1). 但是 | G / Cg ⑷ I 是 | G | 的因子，而 p 是 | G | 的最小素因子，故只 
能 | G 7 C g ( A )| 二 1，即 C g ( A ) = G ，即4彡 Z ( G ). ■ 

§8 Sylow 定理 


G 


P : 


知识要点： 

Lagrange 定理之逆不成立：有限群 G 未必有 d 阶子群，其中 d 是 | G | 的正 
因子.但是有如下 Sylow 定理•设 p 为素数， G 是有限群，则 

1.设/ | | G |， 则 G 的阶为/的子群的个数模 p 同余于1;特别地， G 有 

P k 阶子群. 

设 | G | — p n m , 其中1， p 丨 m ， 则 G 的阶子群称为 G 的 Sylow p -子 


群. 


2. G 的 Sylow p - 子群是互相共轭的. 

因此， G 的 Sylow p - 子群个数等于 [G : N g ( P )}, 其中 P 是 G 的任一 Sylow 
P - 子群， N g { P ) 是 P 在 G 中的正规化子.从而， G 的 Sylow p - 子群 P 是正规 

子群当且仅当 [G : ^(^)] - 1. 
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注意 [G : %(?)]是 | G | 的因子，而且模 p 同余于 1. 

3. G 的任一阶为 〆 的子群必包含于 G 的某一 Sylow p - 子群. 

利用 Sylow 子群可能是正规的，经常能判断有限群的非 单性： 例如，％阶群 
和阶群均非单群，其中 p ， g 均为素数. 

阶数最小的非可交换的单群是交错群 A 5 . 


1.8.1. 设 p 是 | G | 的素因子，则 G 有 p 阶元. 

证由 Sylow 定理 G 有 p 阶子群，从而 G 有 p 阶元. 


1.8.2. 设 p 是 | G | 的素因子，则方程 # = 1 在 G 中的解的个数是 p 的倍数. 
证# = 1 在 G 中的解都落在 G 的某一 p 阶子群中，而由 Sylow 定理 ， G 
的 P 阶子群的个数为1，其中 A : 为某一非负整数.因此 G 有 (kp+ l)(p~l) = 
{kp +l)p-kp-l^p 阶元，于是 # = 1 在 G 中有 （fcp + l)p - /cp 个解. _ 


1.8.3. 证明 6 阶非 Abel 群只 有私. 

证 |G| = 2 x 3, 故 G 有 3 阶正规子群 A = ( p ). 设= 〈 a 〉 是 G 的一个 2 
阶子群，则 G 二乂丑.因 G 不可交换，故 a 与 /5 不可交换，即 a (3 a~ l ^ /?, 从而 

a ^ a - 1 -/? 2 .容易验证 


(1 2) a , (1 2 3) h /5 


就给出了群同构 G 兰 S 3 . 


1.8.4. 200阶群有正规的 Sylow 子群. 

证200二2 3 5 2 . Sylow 5-子群的个数 7 V (25) 为 （5 /c + 1) 且整除8,其中 k 
为某一非负整数，故 #(25) = 1，即25阶子群是正规的 Sylow 子群. ■ 

1.8.5. 确定5^4的 Sylow 子群的个数. 


解 ⑸卜 2 3 3. 的 Sylow 3-子群个数 7 V (3) - {3 k + 1)|8,基中为某一 
非负整数 •而& 至少有4个 Sylow 3-子群，即3-轮换生成的子群，故 N (3) - 4. 
而 7 V (8) = (2 fc + l )|3, 但&无8阶正规子群，故 N (8) - 3. 

事实上，&的 Sylow 3-子群为 


〈(123)〉，〈(124)〉，〈(134)〉, ((234)). 


而其 Sylow 2-子群为 

{1， （13), (24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (1432)}, 

{1，(12)，(34)， (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1324), (1423)}, 
{1，（14)，（23)，(12)(34)，(13)(24)，(14)(23)，(1243)， (1342)}. 
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1.8.6 -设 P 是有限群 G 的 Sylow p -子群， N g ( P )< G . 证明 P < G . 

证 对任 一 g & G，P 与 gPg - 1 均是 TVcf ( P ) 的 Sylow p - 子群. 故由 Sylow 

定理知，它们在 N g ( P ) 中共轭，即有 n G N g ( P ) 使得 gPg - 1 二 nPn - 1 二 R 即 
P<G. ■ 


1.8.7 •设 TV 是有限群 G 的正规子群.若素数 p 和 \ G / N \ 互素，则 TV 包含 

G 的所有 Sylow p - 子群. 

证因为 \ G \^\ G / N \\ N \ 及 p 与 \ G / N \ 互素，故 7 V 的 Sylow p -子群也是 G 
的 Sylow p - 子群.设 P 是 AT 的一个 Sylow p - 子群， P 是 G 的任一 Sylow 
子群.则由 Sylow 定理知 P = 9P9 1 ^ gNg — 1 二 N . 


P- 


1.8.8. ^ N 是有限群 G 的正规子群， P 是 G 的 Sylow p - 子群.贝 ！ J 

⑴ iVpjjP 是 7 V 的 Sylow p - 子群 • 

(2) PNjN I G/N 热 Sylow p - 子群 • 

(3) ( N g ( P ) N)/N - N g / n ( PN / N ). 

证因 TV < G ， 故 7 VP = P 7 V 是 G 的子群且 


•N •• ATf | P ] - [NP : P . 


由此即看出 （1) (注意上式并非从同构定理得到，而是从两个子群的积集计数公 
式得到). 


而 [ G / N : PN / N ] = [G : PN ] 整除 [G : P ], 由此可以看岀 （2). 

(3) 由定义易知 、 N G 、 P 、 N 、/ N 〔 N G / NiPN / N ) •设 N g / n ( PN / N ) = T / N , 
T ^ G . 则由定义易知 tPt - 1 CPN ,\/ teT . 从而 P 和 tPt - 1 均是 PiV 的 Sylow 
p - 子群，故由 Sylow 定理知 P 和 tPt - 1 在 PN 中共轭.由此推得 f 6 N g { P ) N , 

BP TC N g ( P ) N . _ 


1.8.9 •设是集合 H 上的置换群， P 是 G 的 Sylow p - 子群， a e S . 若 

I |Ga| ， 贝 ！ J I |Pa|. 

证注意到固定子群恰好是固定子群 G a 与 P 的交，故由轨道公式知 

\ G \ \ G a \ \ G \ \ G \ \ P \ 

Gaf]P\ \G^\W\ ~W\~ W\\F^ 

因广 I \ Ga \, ^ Cp 771 I ([ G : P ]\ Pa \). 但是 p 与 [G : P ] 互素，故， | \ Pa \. 


V 


G a 


Ga 


=[G : P ] Pa • 

■■ 


1.8.10. 确定恰有 3 个共轭类的有限非交换群 G . 
证设 G 的3个共轭类的阶分别为1 

1 + m + n . 


,其中 1 < m < n , 贝 ! J |G 
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首先 m / n : 否则 m I | G | = 2 m + 1，从而 m = 1，于是 G 可换. 与题设矛盾. 

再由 m<n 和 ri | | G | = l + m + ri 知 

1,2. 因 4 阶群可换，故 


+ 1. 从而 m \ \ G \ = 2m + 2,故 


n 


m 




2, \ G \ -6. 从而 G ^ S 3 ^D 


m = 


3 - 


1.8.11* •设 P 是有限群 G 的 Sylow p - 子群， H 是 G 的子群， p 丨 |i7|. 则存 
在 a G G 使得 aPa - 1 门是 if 的 Sylow p - 子群. 

证 因为 p | \ H \, 故可取到丑的 Sylow p -子群 A 由 Sylow 定理知， A 含于 
G 的某个 Sylow p -子群 aPa ~\ 从而 4 f | 丑•而 aPa^^H 是丑的 

阶为 P 的幂的子群，故 laPa -^ H ] ^ | A |. 于是 A = aPa - if ) 丑，即 aPa^^H 

是的 Sylow p -子群. ■ 


1.8.12. 24,36,48 阶群均非单群. 

证 设 | G | = 24 = 2 3 x 3. 不妨设 G 的 Sylow 2 -子群非 正规. 则由 Sylow 

定理知， G 有 3 个 Sylow 2 -子群 Pi , P 2 , P 3 . 考虑 G 在 { Pi , P2 , Ps } 上的共轭作 
用，它诱导了群同态 

易知 Kerp ^ {1} (否则 p •• G — S 3 是单射 • 这不 可能: 因为 | G | = 24 ，阀 


私. 


6 ). 


又易知 Kerp 7 ^ G (否则 gPig~ l = 乃 ， V p G G ，i ~ 1,2,3. 这与 G 的 Sylow 

2 -子群互相共辄不合). 

因此 Kerp 是 G 的非平凡的正规子群，从而 G 非单群. ’ 

同理可证36,48阶群非单群. ■ 


1.8.13*. 确定的自同构群 Aut (5 4 ). 

解令 S = {巧， P 2 , P 3 , 尸 4 } 是&的 Sylow 3 -子群的集合，即 

{〈(123)〉，〈(124)〉，〈(134)〉， <(234))}. 

令 G 二 Aut (5 4 ). 因为&的中心为1，故 A 的内自同构群 I { S A ) 同构于&，从 

M \ G \ ^ 24. 

因为&的自同构将 Sylow 3-子群仍变成 Sylow 3-子群，故 G 在 H 上有 

自然的作用，这个群作用诱导岀群同态 TT : G 

Ker 7 T = {a G G | cx ( Pi ) — i = 1，2, 3, 4}. 

我们断言 Ker 7 r 二 {1}, 从而由 | G | > 24知 G 兰 A . 

设 a e Ker 7 r . 因为 a 将的 12 阶子群仍变成 12 阶子群，故 a ( A 4 ) = A 4 . 
又 a 将2阶元变成2阶元，故 a 将& 中的对换变成对换，或变成两个文字 
不相交的对换的乘积.但两个文字不相交的对换的乘积属于4 4 ,由 a ( A 4 ) = A 4 
知， a 只 能将& 中的对换变成对换. 


S 




S4 , 从而得到 
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因 a(((123)» - 〈 (123 )〉， 故 a((123)) - (123 )， 或者 a((123)) - (132). 0 

(123) - (13)(12 )， 故 a((12)) 只能是 （ 12 )， 或者 (13 )， 或者 (23). 

因 a( 〈 (124) 〉） = 〈 (124 )〉， 故 a((124)) - (124), 或者 a((124)) - (142). 因 

(124) = (14)(12), 故 a((12)) 只能是 (12 )， 或者 （ 14 )， 或者 （ 24). 

综合起来 a ((12)) 只能是 (12). 

同理 a((13)) = (13) ， a((14)) = (14). 0 (12) ， (13) ， （ 14) 生成 &， 故 a = id. 


1.8.14*. 设巧 ，…，巧是有限群 G 的全部 Sylow J9- 子群. 若对 i 寺 

i O < j < t, 总有 [ 巧：乃 p| 巧]彡 p r ，则 t 三 l(mod p r ). 

证 令 P ; N ••二 N g (P), 则 t 二 [G : TV]. 考虑 G 关于 （ W) 的双陪 


集分解 


[J NdiP , 其中 W 1. 


G = 


l^i^m 


对任一双陪集 NaP, 记 


P 


\NaP 

"| N I iPf^aNa- 1 ]' 


则 


此时，因 P 与 a- 1 Pa 均是 TV 的 Sylow p - 子群，故它们在 iV 中共轭.从而 

s(a ) = 


e tv . 于是 


P 


^|iVa,P| = l + ^ 




因 N f ] a ^ 1 Pai 是 p 群，故由 Sylow 定理知 iVp| 1 Pai 含于 N 的某一 Sylow 
p- 子群 P 7 中 • P 也是 G 的 Sylow p- 子群，从而 

N Pai — 


P V\ 


1 Pai . 


P 


于是由假设 


> P r , i = 2, … ， m . 从而 t 三 1 (mod p r ). 


\N f]a~ 1 Pa i 

1.8.15* .设 G 是集合 S 上的置换群， a € S , P 是固定子群 G a 的 Sylow p - 
子群， △ 是轨道 Ga 在 P 作用下的全部不动点的集合.证明 7V C (P) 在 △ 上的 
作用是可迁的. 

证 △ = {ga e Ga | pga — ga^ Vp e P}. 对任一 n e Nq(P) 和糾 e △，有 


p(nga) = npga — nga, \/p e P, 
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其中 〆 


X Vn G P . 这表明 N G [ P ) 在 A 上有自然的作用.因 


= n 


A = {ga e Ga \ g~ l Pg ^ G a }, 

从而 P 与 g~ l Pg 都是 G a 的 Sylow p - 子群，故它们在 G a 中共辄，即 g~ x Pg 

h ^ Ph , heG a , 于是分 e N G ( P ) G a , gp 


A ^{ gaeG a \ge N G ( P ) G a } = N G { P ) G a a - N G ( P ) 


即 ivyp ) 在 △ 上的作用是可迁的. 


设 G 是24阶群且中心 Z ( G ) - 1,证明 G 兰 S 4 . 

证 因24 = 2 3 3,故 G 的 Sylow 3-子群个数 N ⑶二 （3 k + 1) | 8. 首先断言 


1.8.16*. 


7 V (3) = 4. 


否则， 7 V (3) = 1•设 T 二⑻是 G 的3阶正规子群. 

①若 G 的 Sylow 2-子群的个数 7 V ⑻=1，则 G 有8阶正规子群五,从而 

g = te . 因 r ， 五 < G ， Tfl 五二{1}，故 T 中任一 元与五 中任一元可交换.从而 
T ( Z { G ), 矛盾. 


②因此 iv ⑻二 3 •设五是 G 的一个 Sylow 2 -子群，则 G = TE . 于是 G 的 3 
个 Sylow 2 -子群为五， tEt ~\ tEt ~ 2 . 考虑 G 在 E 的左陪集空间上的左诱导作 

用，故有群同态 7 T : G = TJ 5 — > 则 7 V := KerTr - 


n 


fEt -^ G . 容易看出 


0^i^2 

C G ( t ) f ] E ^ ( 事实上 ，一 方面由定义直接看出 C G { t ) f]EC p | 

0^i^2 

另一^方面 ， Vn 6 iV ， 有 n = tet - 1 ， e 6五•因 T <] G ， 故 ntn~ x 6 T . fM ntn~ x ^ t 2 , 

否则戶 n = nt = te , tn ^ e , 从而 t € Tf]E = {1}, 矛盾. 于是 ntn - 1 = t ， 即 
nt = tn . 这表明 n G C G ( t ) 门五，即 iV G C G { t ) f ] E .) 

因尤只有两个共轭元，即尤和 * 2 , 故 C G ( t ) - 12. 从而 | iV | 是 I 2 和8 =间的 
公因子，即 |7 V | = 1, 2或4•但 |7 V | 一 4 ( 不然，设 |7 V | 二 4 . 若 Nf ] Z ( E ) = {1}，则 

因 Z { E ) 不平凡，故有 NZ ( E ) = 五 •因4阶群可换，即五是 Abel 群，即 Z ( E ) - E . 
这与 Nf ] Z ( E ) = { l } 不合 • 于是 Nf ] Z ( E )^{ l }. 令 z / 1 ， z e iVf | Z (五)，则 

Z 与 t 及 E 中元都可换，从而 z e Z { G ). 矛盾!)，从而 | iV | = 1或2.但 G / N 是 

私的子群，从而24阶群或12阶群是6阶群&的子群.矛盾！ 


N = 


t l Et — l = N . 


这就证明了断言，即 G 有 4 个 Sylow 3-子群 T 2 , T 3 , T 4 •令 I ]二 { Ti\i 
1，2,3, 4}， 考虑 G 在 S 上的共轭作用，则有群同态 


5^. 令 K := Ker p , 


G 


P : 


则 


K = { geG \ gT i9 - 1 i = l ,2^ A }= f | N G { T Z ) < G . 

l ^ i ^4 
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因 Wd = 6,故 |巧=1,2,3或 6. 

但叫兴3 (否则 G 有3阶正规子群 K ， 与 iV (3) - 4不合 .). 

又岡 # 6 (否则 N G ( Ti ) - NciTj ), 于是 r 2 都是 Ng ^) 

的 Sylow 3-子群，从而由 Sylow 定理知, 7\与 T 2 在 N G ( T \) 中共轭，于是7\二 T 2 . 

矛盾! )• 


最后， | i ^| # 2 (否则 K 二{1， ： r }. 因 K <1 G ， 故 pxp 
G Z ( G ). 矛盾!) . 

因此 \ K \-1. 于是 p : G 


Vp 6 G ， 即 


x 


x 


是群同构. 


- > 


§9自由群和群的表现 


知识要点： 

外直积与内直积的 统一; 直积的等价刻画. 

当 （ n ， m ) = 1时，有群同构 Z n x Z m ^ Z n 

自由群与自由 Abel 群的概念；任一群同构于自由群的商群；任一有限生成 
群同构于有限生成自由群的 商群； 由此导出用生成元和定义关系表达任一群. 

次二面体群的生成元和定义 关系: D n ^{ a , b \ a n = l = b 2 , ba ^ a ^ b ). 

四兀数群 Qs 的生成兀和定义关系： Qs — ( a^b \ a 4 = 1, b 2 = 


m* 


n 


2 


—1 


&〉• 


ba = 


a 


a 


1.9.1. 设 G“1 彡 i 彡 n) 为群 ，爪彡 则 

(1) G \ x G2 — G^2 x G \. 

(2) { G \ x G2 ) x Gs — G \ x { G2 x Gs )- 

(3) Z ( G ! x ••• x G n ) = Z { G X ) x … x Z ( G n ). 

(4) Gi x … x G n 为 Abel 群当且仅当每个 G 均为 Abel 群. 

( 5 ) m 

(6) TVi 

(7) 当 ^ 

⑹ / 爪 ） x … x (G n /7V n ). 

证均由定义直接验证. 


• x N n ^G 1 x - • xG n . 
-x N n <G 

-x N n <Gi x • • 


x 


參 參 


• • X G n 当且仅当对每个 i ， 况 < G ;. 

G n 时 ， (Gi x • • • x 0^/(^ 


x • 


X . 


- xN n )^ 


X • 


X • 


. X 


1.9.2. 若 n > 3, 试问 A n x Z 2 与&是否同构？ 

解 当 n > 3时，&无2阶正规子群.故 A x Z 2 与&当然不同构. 


• • x G n ，丑是 G 的子群.问 F 是否一定形如 H 


1.9.3. 设 G = Gjl 

H n , 其中执彡 G 

否•例如，仏={(1)， (12)(34), (13)(24)， (14)(23)} 二{(1)， (12)(34)} 


X • 


•? 


丑 ]L X •• 


• X 


% • 


X 


{ ⑴， (13)(24)} •但 { ⑴, (14)(23)} 也是 的子群. 
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1.9.4. 设 G = xG 2 , 且孖 二 {1}， 7 = 1， 2. itM H ^ Z { G ). 

特别地， F 是 Abel 群 • 

证 因为 H <\ G, Gi < G , 门 Gi = {1}， 故 i / 中任一 ^ 兀与 Gi 中任一^兀可 
换，因此丑中任一元与 G 中任一元可换，即 F < Z ( G ). ■ 


1.9.5. 令 G 二 Gi x … x G n , 且对任意 i # j ， 1 彡 i , j 彡 n , | G 《| 和 | Gj | 互素. 
W \ G 的任意 子群丑 都是它的子群 Hf]Gi (i = 1,…， n ) 的 直积. 

证 设 h e H , h = hi - - / i n , hi G G“i 二 1,2,. •• 

Gj ( i 妾 j ) 中任一元可换，故对任一整数 t , 有 h 1 = hl — hi •令 a = \Gil b = 
]^| G 儿则 M 二1， h》=1 因（61，6) = 1，故有整数/和心使得仏+处二1. 


S Gi 中任一元与 


n . 




故 


hi = h l ^ kb = hf = h kb G i 


1 , …, n. 




从而 


H 二 ( FRG ^) ••• ( HCiGn ) = x • • 




• X 


1.9.6. i ^ G 是有限生成的自由 Abel 群, rank ( G ) 

的一组生成元，则 n 彡 

证设 


如果 gi , …， g n 是 G 


= V. 


V. 


E 


1彡 i 彡 n . 令4 = 


是 G 的一组基，贝 IJ 


ei , …, e r 


9i = 


a ij e j ， 


n 


^ bjjgj , l ( i ( r •令 B = (6^) G 
是一组基，故 BA = I r , I r 是单位 


( ay ) e M nXr ( Z ). 因 G = 〈 51 ， • • •， Pn 〉， 故 


6 o = 


i 


M rxn ( Z ). 于是 BA e M rXr ( Z ). 因 
阵.于是 


ei， …, e 


r 二 rank (/ r ) — rank ( BA ) 彡 rank ( A ) 彡 


n . 


1.9.7. 如果 n 是正奇数,求证 D 2n ^ D n xZ 2 . 

证回顾乃 2 „ = ( cr , r I 

考虑、 D2 n 的子群 〈 cr n 〉 和 ( cr 2 , r ). 首先 〈 ct 2 ， t 〉 二 { a 2i , a 2i r | 0 ^ z ^ n -1 } 含 
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有 2 n 个元 • 因为 [D 2 n : ( a 2 , r )]= 冗二 2, 故 〈 a 2 , r 〉< lD 2 n ，且 ( a 2 , r ) = D n (事实 

上， 7 t (< j 2 ) = a , 7 r ( r ) = b 就给出了 〈 a 2 , t 〉 到 D n =〈 a ，& 

的群同构 

又 ( a -")^ Z 2 , 因为 


2n 


2 


2n — l 


T 〉- 


, ra = a 


a 


=1 = b 2 ^ ba = 


n—l 




n 


a 


a 




—i 




n —i i 

(7 = (J (J 


—n 


—n 


d 丁 a 丁 a 


a \t(jt 


a 


=a 
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故 ( a n ) < D 

因为 n 是正奇数，故 ( cr n ) p |〈< j 2 ， t 〉 = { 1 }，即 < j n _ 〈 a 2 , t 〉. 于是 

〈 a 2 , r )( a n )\ = 4 n = \ D 2n • 


2n 


故 D 


=D x • 


1.9. 8 •以 C * 表示非零复数乘法群， R + 为正实数乘法群， R 为实数加法群， 
Z 为整数加法群，则 


R + x R /(2 ttZ ). 

证首先 R + < C *. 令 C 7 是 C * 中模长为 1 的复数全体作成的乘法群,则 

R /( 2ttZ ) ^ U (事实上，0 + 2ttZ 

到 C / 的一个群同构 .). 因任一非零复数可唯一地表达成 r ( cos6 + isind ) 的形式， 
其中 r e R +， 0^9 < 2 ? r ， 故 


C 


2tt 就给出了 R /( 2ttZ ) 


cos 6 + i sin 0， 0 彡 0 < 


C* 兰 R+ x [/ 兰 R+ x M/(2 ttZ). 


1.9.9. 设 


为自然数，贝 IJ 


ni, … 


(1) z ni xZ n 2 兰％'、 当且仅当 ( 

( 2 ) 如果 


• ， n r 两两互素，则 Z ni x … x Z 〜兰 Z ni …〜 • 

证反复使用⑴即可得到 （ 2 ), 故只要证 （ 1 ). ^ 

设 ( ni , n 2 ) = 1. 考虑映射 7r : Z Ui x Z n 

证这是映射，单射，满射和加法群同态（注意在验证满射时用到：存在整数 Z 和 
m , 使得 lni + mn 2 — 1 . 从而对任 


ni, • - 


( s , t ) sri 2 + tni ， 验 


r ^ i n 1 


G Z , a = alni + amri 2^ 于是 


( am , a /)). 

( a ) ? 因为循环群的固定阶的子群是唯一的，故 


a 




反之 ，右 Z ni x Z n；2 s Z ni 
^ n 1 = ( a n2 ) ? Zn 2 — ( a ni ). 而 1 二 〈 a n2 〉 门 ( a ni ) — 〈 a [ ni ， n2 ]〉， 故 nin 2 \ [ ni , n 2 ], 

即 ( ni , n 2 ) = 1 . ■ 


1.9.10. 试证 7-11-13 阶群一"定是循环群. 

证设 |G 卜 7. 11 • 13,则 Sylow 7-子群的个数 N (7) = 7 k + l , 其中 fc 为某一 
非负整数，且 iV ⑺ | (11 • 13) .故 N (7) 二 1， 从而 Z 7 < G . 同理， Z n o G , Z 13 < G . 
于是 


G = Z7Z11Z13 = Z7 x Zn x Z 


Z 


13 




7-11-13 - 


1.9.11*. 试证 5-7-13 阶群为循环群 • 

证设 | G | = 5 . 7 • 13,则 Sylow 7-子群的个数 TV ⑺ -(7 /c + 1) | 5 - 13,其 
中 / c 为某一非负整数，故 iV ⑺= 1 . 从而 G 有 7 阶正规子群以〉兰 Z 7 . 同理 
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G 有 13 阶正规子群〈4 ¥ Z 13 . (但 注意： 此时不能直接断言 iV ⑹= 1.) 设〈 X〉 

是 G 的 Sylow 5-子群，则 \{ x )( y )\ = 35, \{ x )( z )\ = 65, \{ y )( z )\ = 91. 而35阶 
群、65阶群和91阶群均是 Abel 群，故: r 与 
G = ( x )( y )( z ) 可换，即〈X〉 <] G, 于是 G =⑻⑼⑻是 Abel 群. 从而〈X〉是 G 

的正规子群.于是 


与^均可换.从而 


与 




之 , y 


G — ( x )( y )( z ) = Z5 x Z7 x Z13 ^ Z5.7 
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1.9.12* .设 Gi 和 G 2 是两个非交换单群，试证 Q x G 2 的非平凡正规子群 
只有 G 和 G 2 . 

证设 W 是 G x G 2 的非平凡正规子群. 

若 G ，即 G 则 TV = Gi x ( iVnQ ) .但 G 2 是单群且 

7 V 笋 Gi x G 2 , 故 7 Vf | G 2 = {1}，从而 7 V = Gi . 

下设 G #二{1}，则 Gi 中任一元与 TV 中任一元可换. 


令 


Hi — {gi G G \ I 存在 p 2 £ G2 使得 P1P2 € N }. 

则历 <1 于是丑 i = { 1 } 或 

若巩 ={ 1 }, 则 G 2 , 从而"=(； 2 . 

若讯= Gi， 则对任一 x eGi 和任一仍 e G； l , 存在仍 e G 2 , 使得仍仍 e iv , 
从而: r 与仍仍可换.但$与％ e G2 也可换，因此 z 与仍 可换.即 G； l 是 Abel 

群,与题设不合. ■ 

注 由上述证明可知，上述结论可推广成：设和 G 2 是单群,且至少有一 
个非交换，则 x G 2 的非平凡正规子群只有 G 和 G 2 . 


1.9.13*. 令 G 二〈仍，仍，…，如〉.如果 G 的子群4具有有限指数 m ， 则 A 
可以由 2 nm 个元生成. 

证记 


= 1. 则对任意的 


.设 G = Aa : U * • • U Aa m 是无交并， 
i 和1 彡 i < m ，1 ^ j < 2 n , 存在唯一的 fc , 1 彡彡 m 和心 e A ， 使得 


9 n+i = 9 i 


a \ 


^i3j ~ bijCik. 


令是由 2 nm 个元心 生成的子群，则 jB 是 A 的子群.因为仍二 a ~ 1 b ij ak , 故 

G 可由6 勿和 叫生成，1彡 i 彡 m ， 1彡 j 彡 2 n , 即 G 由和 1 ，…， a m 生成 • 

下证 G = U … UBa m 是 G 关于 B 的右陪集分解. 

因为▲〗「| 乂〜=0 ， i # j ， 故 jBa ^ 「| jBa ) = 0 ， i ^ j . 

其次要证 G 中任一元属于某一 因为 G = [ gu g 2 , … ， g n )， 故 G 中任 

一元可写成仏，…， 5 


的某种积.因任一仍= b ljak , 故只要证 


9 


…, g 


n+1 , 
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形如 a s x 的元属于某一 5叫，其中 x 是仏， • • 

这是对的（因 a s & = b sj a k , 不断地使用此式即知 .)• 

M [G : S ] - [G ： A ] [A : B ] 

即4 二 即 A 是由 2nm 个元心生成 • 

1.9.14*. 试证： 定义关系为 


的某种积，而 


• ， 9 n 


? 9 


+ i ， 


2 n 


因此 [G : B ] 


[A : Bl 于是 B ] 


= m. 


m 




2 


1, i = 1 , … ,n — 1, 


x . 




l 


i 与 j 不相邻（即 j <i - 1), 


rp 9 rp . - rp m rp 9 

%aj Q %aj O _一 tAj 3 %aj 2 ，j 


l 


( xiXi ^- i ) 3 二 1 ， i < n — 2 ( 即 


= 尤 i+1 工 i 工 i+1 


的 n — 1 个元 


生成的群同构于对称群 

1,则5^ 二〈「1,… 


尤 15 • • • 5 工 n — 1 

证设 cr n = ( i , i + 1 )， i = 1 


〉且 q 满足上 
- 1. 以下用 


• • , n — 

S n , 


^n—1 

z = 1, ••- 


述关系.故有群满同态 7 T n : G n 
归纳法证明 7 T n 是群同构.设 

断目： G n _ i , G n 

部的两两不同的右陪集. 

首先，这 n 个右陪集两两不等.（否则，设 

氣 x # y , G n 

在中可作具体的计算，计算结果表明 7 T n ( x )(7 r n ( y)) _1 ^ Sn - 1 ， 矛盾!) 

其次，要证上述 n 个右陪集是 G n 关于 G n _! 的全部右陪集. 

设 ，令 


㈤ 


7 T 


= 5 


n 


n 


是群同构. 


兀 n —1 

? G n —\ X n 


是 G n 关于 G n -\ 的全 


-\X 


-l^n-2 # # # ^2^1 


n—1 


G n — iy 是上述两个右陪 


_lX, 


Gn — W . 则 xy~ l e G n - 1 , 于是 7 T n ( x )(7 T n ( y ))~ 1 G 5 n _ i ， 而 


-lX 




^ = {y ^ G n —iy 二 G n —\X^ . 


n 中任一元可写成 


的某种乘积.令;^是^中的元， z 表达成 


尤 1 ? • • • 5 尤 n—1 


工 1 ， • • • 


1的积时长度最短，则 z 必以 

若 z # : r n — !_，贝 IJ 

从而 Q 


开头（从左至右). 
•. (否则 


X 


^n—1 
-l^n-2 m • 

Gn ，与 z 的长度最短不合 .) 

iXn —2， 贝 ！ J 


n— 


Z = X 


Z = X 


-\Xj _ • • = XjX 


!_••• = XjZ ， 


n 


n 


n — 


-\Z = 


若 


(否贝 |J 




♦ 


Z 


X 


z 


工 n — 1 尤 n —2 尤 i • • • 5 


X 


Z 


n—1 


n — 


，从而 G n 

(否则而又可以提到最前面). 


— 1 之 = G n -iz f . 与 


^ n — l ^ n —2^ n—l • 


X 


2 ^ n — l ^ n—2 • 


X 


2 Z 


Z 


n— 


n— 


的长度最短不合!) ； 并且 

如此继续下去，最后逐步可得到 
这就证明了 G n 有右陪集分解 


~ ^ x —3 


Z = X 


-l^n-2 … A- 


n 


Gn = 工 n- lU … U^n 


— 1 — 1 — 2 • • • 尤 2 尤 1 • 


从而 [ G n : G n —\ 


Gji — Ti G n _ ^ — ti S n —\ 


=n 


=n\. 
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已知 | Sn | = n !，5 Vi 2 G n / Ker7r n •故 Ker 


{1} ， 即 & 兰 G 


丌 


n 


n. 


1.9.15*. 试证：对 7 i ^ 3, 定乂关系为 


3 


x 


2 


1, i = 2,… ，n — 2, 


x , 




(xiXi^x) 3 = 1 ， i = 1 , 
{ x { Xj ) — 15 i 


，n — 3 


參 • 


V 


,n - 4, j > i + 1 




0 9 


的 n - 2 个元 


生成的群 G n 同构于交错群 A n . 

— (12 )(i + 1, z + 2), i = 2, • 

) 且满足上述关系.故有群满同态 

- 1 . 用归纳法可证 7 T n 是群同构. 


Xi, • • • 5 X n -2 

证 设 ai = (123)， 


- 2,贝 IJ A 


( y % 


，n 


n 


〈。1， …， 

i = 1，… 


( X i) ~ 


G n 




O^n-2 


7T 


7T 


n 


n 


n 


关键要证 G 

是关于 G n _! 的全部的两两不同的右陪集.这与题 1.9.14 相类似,不再 

赘述！ ■ 


Cfn—iX n 


•， G n —\ X n —\ X n —2 X2 ^\ 5 G n 


—l^n—l^n—2 • 


n—1 


— 1 ? 


§10 有限生成 Abel 群 


知识要点： 

有限生成自由 Abel 群由秩唯一 确定； 有限生成自由 Abel 群的子群仍是有 
限生成自由 Abel 群. 

有限生成 Abel 群是有限生成自由 Abel 群与有限 Abel 群的直和. 

有限 Abel 群是其 Sylow 子群的直积.阶为的 Abel 群的同构类与 n 的 
划分之间的 一一 对应关系.会用初等因子和不变因子对有限 Abel 群 分类； 诸如 

求互不同构的1500阶 Abel 群. 

有限 Abel 群的 Lagrange 定理之逆成立. 


1.10.1. 用不变因子的方式写岀所有互不同构的360阶 Abel 群. 

用 p ( n ) 表示 n 的划分的个数. 

360 - 2 3 x 3 2 x 5 1 ,故共有 p (3) p (2) p ( l ) = 6个互不同构的360阶 Abel 群. 
我们写出3,2，1的全部划分： 


3, 2 + 1, 1 + 1 + 1; 
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则 6 个互不同构的 360 阶 Abel 群为 


Z23 ㊉ Z32 ㊉ Z51 — 乙 360 , 


Z23 ㊉ Z31 ㊉ Z31 ㊉ Z51 — Zi20 ㊉ 名3， 

心 2㊉㊉ Z32 ㊉ Z51 — Zi 80 ㊉ 名 2 ， 

Z22 ㊉ Z21 ㊉ Z3I ㊉ Z31 ㊉ 冗 5 1 兰冗 60㊉ 名 6, 


Z21 ㊉㊉ 名 21 ㊉ Z32 ㊉ Z51 — 冗 90 ㊉ 仏 ㊉ 芯 2 ， 

2 之 1 ㊉ Z21 ㊉ 名 2!㊉ Z31 ㊉ Z31 ㊉ Z51 兰 Z3 ◦㊉ Zg ㊉ 泛 2. 


1.10.2. 试证有限生成 Abel 群 G 是有限群当且仅当 G 的一组生成元均是 
有限 阶元. 


证 只证充分性 • 设 pi ， … ， p n 是 Abel 群 G 的一组生成兀，且 o ( gi ) 


— TlTi% < ^C 


oc，i = 1, 2,…， n •贝 lj G = Zpi + ••• + Zg n . 令 F = Zx：l ㊉…㊉ Zx n 是 n 秩自由 
Abel 群 


G 是由 ir { xi ) 


给出的群满同态.则由题 


F 


= 9 i, V i = 1,2, • • 

设知 Ker7r 3 m { Lx \ ㊉ … ㊉ m n Zx n . 因此 7r 诱导出群满同态 


，丌： 


，n 


Zi ㊉. ••㊉ Z n @ Zx 


㊉ … ㊉ ljX n jm \ Lx \ ㊉…㊉ 


G , 


Zx 


m 


1 


故 g 是有限群. 


1.10.3*. 试证有限生成 Abel 群 G 是自由 Abel 群当且仅当 G 的每个非零 
元都是无限阶元. 

证 必要性由定义直接得出. 


设 G 是有限生成 Abel 群且任一非零元的阶为无穷.设 G 二 [ gi ，… ，以, 

则 G = Zgi + - - -+ Zg n . 不妨设{仍， …， 加}是{仍，…，分 n } 


9i 7 ^ 0, Vi 二 1,… 

的一个极大 Z - 线性无关组（由题设，这总是存在的,且不妨设为前 m 个， m < n .). 


n. 


于是对于任一 g m + i ， 1 < z < 


存在 0 # \ e Z, 使得 


n — 


m, 


入 ipm+i G ^9l + • • • + ^Qm ~ ^9\ ㊉••’ ㊉ ^Qrrf 


令入 :- 入 广入 ― m eZ, 贝 ij 


XG ^ ^Ql ㊉ • ••㊉ ^Qrrf 

但 Z 仍 ㊉ …㊉ Z Pm 是有限生成自由 Abel 群，故 AG 亦是有限生成自由 Abel 群. 

令 TT : G 
自由群. 


AG , 7 r ( g ) = Xg , Mg G G . 由题设知 Ker 7 r -0. 即 G 兰 AG ， 故 G 是 
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1.10.4* .设 Q + 是正有理数乘法群， 试证： 

⑴ Q + 是自由 Abel 群 ， {p | p 是素数 } 是它的一组基. 
(2) Q + 不是有限生成的. 

证 （1) 任一正有理数形如 


S 1 


ri 


gi … ％ 

p ? …: p 


的 1 ••• C , 




pi 


Pn 


其中 


是两两不同的素数.由算术基本定理知，这样的表达 
是唯一的.由定义知， Q + 是秩为无限的自由 Abel ^ {p I P 是素数 } 是它的一 


Pi ， … ， Pn，qu 


组基. 


(2) 对于任意有限个（既约的）有理数，其分子、分母中所有的素因子是有 
限多个.而熟知，素数有无穷多个.故不在这有限个素数之中的素数，当然不能写 
成这有限个有理数的某种积，故 Q + 不是有限生成的. ■ 


1.10.5* .设 Q 是有理数加法群， 试证： 

⑴ Q 不是自由 Abel 群. 

(2) Q 的任意有限生成的子群都是循环群，但 Q 不是循环群. 

证⑴假设 （ Q ，+) 是自由 Abel 群，|^ | iG j | 是其一组基，其中 h 

均为正整数， J 为指标集，即对任一有理数 r , 存在唯一的的有限子集 J 和唯 
一^的一^组整数2 G /,使得 


E 


r = 


7%.一 




iei 


则 


i ^ J \ 也是其一^组基因为1 


一， Vi e J ， 故 J 只能含有一个元, 


= (H • 






即 （ Q ，+) 是循环群，即 Q 二 


. 这很荒唐：因为存在无穷多个素数,故可设素 


a 


数 p 不是 a 的因子，则土不是土的整数倍! 


V 


a 


bn 


(2) 设 H 


是 Q 的有限生成子群，则 H 


a \ 


a 


ai 


a 


其中 


均为正整数.令 h ，…， 以是 叫 …，、 的最小公倍数，则有正 

[« 1 ，… , a n ]i = 1,…， n . 于是 


Cll ， • • • , CL 

整数 m “使得 






rru 


，1 彡 i < n , 


ai，• • 


an 


a 


这表明 


H = 


_ ■ 
ai ， …, a n 
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事实上， ( mi , - - • 


使得 E 


) = 1，故存在整数 


= 1. 从而 


m 


ci， …, c n ， 


rriiCi 


& h ) 


■ 

(2工， • • • , 


1.10.6 .设 A 为有限 Abel 群，则对于凶的每个正因子 4 A 均有 d 阶子 
群和^阶商群. 

证 只要证 4 有 d 阶子群.因为 A 是其 Sylow 子群的直和，故只要对 Abel 

p - 群4证明此结论. 


设 | A | = ，则 d = p m ，m < n . 设 A = 表 ㊉ … ㊉ 其中 ▲ 均为循环 


P 一 


群•对 f 用归纳法 . k 1时， A 为循环群，故结论 正确. 若|表| • • • |^_!| ^ p 
则由归纳假设山 ㊉…㊉ U d 阶子群.若|朴 • • m <，，设|丄 
则為有 


二 ： P , 


l+m—n 


阶子群 if , 于是也 ㊉ … ㊉ At -； L ㊉ F 即为 A 的 d 阶子群. 


V 


1.10.7 .设 F 是有限 Abel 群 4 的子群，则有 A 的子群同构于 A / H . 

证 设 A = Gi ㊉…㊉ G m , 其中 Gi 是 A 的 Sylow p - 子群 i 
由题 1.9.5 知 


则 


1 ，… 


, m. 




H = 丑丄 ㊉…㊉ H，Hi 二 Hf]Gi^ 1 ^ z ^ m. 


因为 


A/FsG^ / 历 ㊉…㊉ 

故只要证明 G 有子群与 Gi / Hi 同构即可.即不妨设 

p m , m ^ n . 

由 Abel p - 群的结构知 


彡1, I 丑 I 二 


= p , n 


A = iLrpTX ㊉ • ••㊉ Zp 


H = r L p s 1 ㊉ • ••㊉ Z p s t , 


其中 Zp5 t ^ Zp ^ 

均为非负整数，且 A 因此 


均为正整数， 


1 彡 i 彡亡 ， ri H - hr t = n，si H - s t = m , 


Tn 




Sn 


A/H — Zipri—s 1 ㊉ • ••㊉ Zpr t 


^ A . 


1.10.8. 如果有限 Abel 群 A 不是循环群,则存在素数 p 使得 A 有子群同构 

于 = Z p ㊉ Z p . 

证若4 不是循环群,则存在素数 p 使得 A 的 Sylow p - 子群不是循环 
群.而是循环群的直和，故有形如 z p ㊉ z p 的子群. ■ 
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1.10.9. 试 证：当 （ m ， n ) = 1时， Z m ® Z n 的不变因子组为 { run }; 而当 
( m ， n ) > 1时， Zm ㊉ 的不变因子组为 {( m ， n )，[ m ， n ]}. 

证 当 （ m ， n ) = 1时 ,㊉ Z n 兰 Z mn ， 故其不变因子组为 { mn }. 

当 ( m ， n ) > 1时，设 

同的素数， ti ， …， t “ Si， …， si 是非负整数，但对每 一 ▲ i，U 与 Si 不同时为 0. 于 


tl 


• • • p\ l ， n 二 pp …： pp ， 这里 pi ， …，仍是互不相 


是 


― ^ 


㊉…㊉ 

从而 Zm ㊉ 的初等因子组是从 


㊉ • ••㊉ • 


tl 


Pi 


Pi 


Pi 


(pi 1 ， pi 1 ， … ， pi 1 ， p; 1 ) 


中删去为 i 的因子后得到的数组.从而其不变因子为 


Upf n ^ Si \ IK 




前者恰为 ( m , n ) > 1，后者恰为 [ m , n ], 故不变因子组为 {( m , n ), [ m , n ]}. 


1.10.10. 求 Z 2 ㊉ Z 9 ㊉ Z 35 的初等因子组和不变因子组. 

解 Z2 ㊉ Z9 ㊉ Z35 ^ Z 2© Zg © Z 5© Z 7 = ^30,因此其初等因子组为（2, 3 2 , 5, 7)， 
而其不变因子组为 {630}. ■ 


1.10.11. 试证非零复数乘法群 C * 的每个有限子群都是循环群. 

解 设 G 是 C * 的 n 阶子群，则 G 恰是方程，=1在复数域 C 中的解集， 


故 G 是循环群. 


1.10.12. 设 G，A B 均为有限 Abel 群. 如果 G ㊉ A 兰 G ㊉ B ， 求证 A ^ B . 

证 G ㊉ A 的初等因子组是 G 的初等因子组与 A 的初等因子组的合并，而 
G ㊉ A 与 G ㊉ S 有相同的初等因子组,故4与 B 有相同的初等因子组,从而 A 
与 B 同构. ■ 


1.10 J 3* .设 p 是一个素数, Z p 3 ㊉ Z p 2 有多少个 p 2 阶子群？ 

解 方便起见，将 G 的运算写成乘法.令 G = Z p 3 ㊉ Z p2 = { x ){ y ), o ( x ) 二 


3 


2 


°{y) 


p 


p • 




I . 计算 G 中 p 阶元的 个数. 

设 xV 是 G 中 p 阶元，则 W 和沪 均为 p 阶元. 因此 i = 如 2 ， j 

k ’ p , k , / c / — 0, ••- 


1, ( ij ) ^ (0,0). 于是共有 p 2 - 1 个 p 阶元. 
计算 G 中形如 Z p ㊉ Z p 的沪阶子群 F 的个数. 


,P — 


I . 
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设 i ? 2 Z p ㊉ Z p ， H ^ G . 则丑中有 p 2 - 1 个 p 阶元. 因此 ，丑 恰是 G 中 

所有 P 阶元再加上1得到的集合.故 G 只有唯一的 p 2 阶子群同构于 Z p ㊉ Z P5 
剩下的 P 2 阶子群必是循环群. 

■. 计算 G 中 p 2 阶元的 个数. 

易知 G 中 p 3 阶元的全体为 x i y j , 其中 Q < j < p 
故 i 与 p 互素，即 i =卽 + /：， fc = 0,…， p 2 — 1， t — 1, ••• 

(P — 1) = P 4 (P — 1) 个 p 3 阶元. 故 G 中 p 2 阶元的个数为 


1， W 是 p 3 阶元， 

— 1•即 G 有 


2 




，V 


2 J1 


V V 


p 5 - p 4 (p — 1) ~ ( p 2 — 1) — 1 = p 4 — p 2 = p 2 { p 2 — 1). 

IV . 计算 G 中 P 2 阶循环子群的个数. 

每个 P 2 阶循环子群中有 p(p -1) 个 P 2 阶元.不同的 P 2 阶循环子群不可能 
有相同的 P 2 阶元.故 G 共有 


P 2 ( P 2 - 1) 
P{P - 1 ) 


= pO + l ) 


个 p 2 阶循环子群. 

综上所述， G 有 p(p +1) + 1 — p 2 + p + 1个 p 2 阶子群. 


1.10.14*. 设 G 是 n 个 p 阶群的直和，问 G 有多少个极大子群？ 

记 G = G n ， 是 Gn 中极大子群的个数. 

I. 对任一 k a 7 ^ 1, b _ 1 
事实上，存在 H,L^ G, 使得 、 a)®H = G= 因为丑 S L 3 G n _ x 

[•则 


lllMm 


beG , 存在 G 的自同构 TT 使 7 T ( a ) = 6. 


a 


故存在群同构 V : H 


7 r ( a ) — b 给出所需的自 


G 


G 


7 T : 


7 T 


二丌， 


H 


同构. 


I . 对任一 a ^ 1, a e G , 记 s n { a ) 为 G n 的包含 a 的极大子群的个数.贝 l ] 

(6)，V 1 ^ 6 G G n . 

事实上，设 iii ， …，是 G 的包含 a 的极大子群的全体，则 7 r ( i ? i ), • • • , 
{ H Sn{a) ) 就是 G 的包含6的极大子群的全体，其中 7 T 是将 a 送到6的 G 的一 
个自同构. 


⑷不依赖于 a , 即 s n ( a ) 


S 


= S 


n 


n 


7T 


以下记 s n ( a ) 

n . 我们有 ( p n ~ l - i ) t n =： ( p n - i)s 

事实上，令； W 是 Gn 的极大子群的集合，令 


= S 


n- 




Q =： {{ H , a ) eMxG \ H +( a )=： H }, 


先固定极大子群丑得到 


叫= E 


n—1 


p n ~ 1 = p 




HeM 
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先固定元 a ， 计算极大子群 F 的个数，其中 H + ( a ) ^ H . 这个个数恰是、，如 
果 a 一 1. 因此 


~ t n + ^ 


( p n — l )- s n + t n . 


s 


n 


a^l,aGG 


由此即得. 

iv. 我们有 


二 tn—1 


S 


n 


事实上， 令历 ，… ，札是 G 中包含固定元 a 的全体（两两不同的）极大子 

将 G 写成 


群，这里 a ^ 1, 


S 


S 




n. 


G =⑷ ㊉ ( xi ) ㊉ … ㊉ ( x n - i ) 


将风写成执 二 { o ) ® U , 其中心是 G n 

子群•因为 G n 的子群 F 是极大子群当且仅当|丑| 

极大子群，1彡 i 彡 

对 G n - i 的任一极大子群 L ， ⑷ ㊉ L 是 G n 的含 a 的极大子群.设 L ，" 是 
G n _! 的两个不同的极大子群，则 


⑹ ㊉ … ㊉ 〈 H 〉 的 
故 Li 均是 G n _! 的 


-1 


n— 


=P 


S. 


〈 a 〉 ㊉ L _〈 a 〉 ㊉ L ’. 


(否则，设 y 6 L、y 癸 L ， 贝 U y == fca + x ， x e L , ka ^ 0. 但 G 二⑷ ㊉ 〈:^〉 ㊉ • 

L ， L f ( 〈: ri 〉 ㊉ ， • •© ( x n _ i ), 于是得到 0 一 A:a e 〈 a 〉 门 (〈$ i 〉 ㊉ .. •㊉ 〈 H 〉). 

矛盾!） 


㊉ 


擎 » 


因此， ( a ) ㊉ L 是 G 中包含 a 的全体（两两不同的）极大子群，其中 L 是 
Gn - l 的全体（两两不同的）极大子群.从而得到 

综上所述，我们有递归公式 


S 


71— 1 • 


n 


p n ~ I 

n—1 


tn = 


tn—1 • 


P 


从而 


— 圹 — l 

b n — ^ 

p — I 


即 g 的极大子群的个数为 ■ 

p— 1 

注 （1) 学过有限域后，此题可归结为 p 元域上 n 维线性空间中 n - 1维子 
空间的个数. 

/ 2 )上述证明也 得到： 若 G 是 n 个 p 阶群的直和 ， a + \, a e G , 贝 I ] G 有 
l_l 个极大子群包含 


n— 


p 


a . 


p- 1 
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1.10.15*. 如果有限群 G 的每个极大子群都是单群且都在 G 中正规，则 G 
只能是 P 阶群，或 p 2 阶群，或 W 阶循环群， 

证情形 I . 设 G 至少有两个不同的极大子群抓，地，则由题设抓门地< 
G . 故姐⑴地是紙的正规子群 ， i =： 1，2•但从是单群且紙# M 2 , 故 
MiHM 2 - {1}. 从而 G 二 抓 x M 2 .因紙极大，故 G/Mi ^ M 2 除了 {1} 和 
M 2 自身外无其他子群.因此只能是素数阶群，同理恥只能是素数阶群.因 
jit \ G \ — pq ^ p , q 是素数.于是 G 是 p 2 阶群，或 

G = Z p x ^ Z p<? , P 


是不同的素数. 


p, q 


即 G 是 w 阶群 • 


情形 I .设 G 有唯一的极大子群 M ， 则 G 是循环 P - 群（参见题 1.4.6). 设 

1彡2,从而 M 


> 1.若 n > 3,则 G 的极大子群 M 的阶为 p 


\G\=P 

非单. 这与题设 不合. 因此 | G | = p 或 p 2 . 


71 




综上所述， G 只能是 p 阶群，或/阶群，或列阶循环群. 


1.10.16*. SG =： Z P ® Z P ， p 是素数，则 G 有 p 阶自同构. 

证为方便起见，将 G 的运算写成乘法，设 G = 〈 x 〉〈 y 〉. 对任一数组 （ i ， j ) ♦ 
(0,0), ◦彡 i，j 彡 p - 1，取任一数组 （5， t )，0 彡 彡 p — 1，使得 （ s ， t ) _ m ( i ， j )， 
m = 0,… ，p — 1 • 贝 1 J 


7r(x) — x l y 3 ， 7T(y) 

给岀 G 的一个自同构.对于固定的非零数组非零数组 （ M ) 有 （ P 2 ~ p ) = 
p(p - 1) 种不同的 取法. 因此 G 共有 （ p 2 - l ) p(p - 1) 个自同构.即 |Aut ⑹| = 
p[p - l ) 2 ( p + 1)，故由 Sylow 定理知，群 Aut ( G ) 有 p 阶元，即 G 有 p 阶自同构. 


x y 




是不同的素数.若群 G 没有 p 阶自同构，贝 IJ 


1.10.17*. 设 |G = 

= 0或 1. 

证设^#0•令 7( G ) 是 G 的内自同构群，则熟知 


p q ， p , q 


G / Z { G ) ^ I { G ), 

由题设 1( G ) 中无 p 阶元，故 G / Z { G ) 中无 p 阶元. 因此 p 不是 G / Z { G ) 的因子 • 

令 P 是 G 的 Sylow p -子群，贝 1 J 

( PZ ( G ))/ Z { G ) ^ P /{ Pf ] Z { G )) ^ G / Z ( G ). 

因此尸= PpiZiG ), 即 P 彡 Z { G ), 于是尸<仏令(5是(5的 Sylow g - 子群，于 

是 \ PQ \ — p a q b , 故 G = PQ . 因 P 彡 Z ( G ), 故 Q <! G ， 从而 G 二 PxQ •因 P 是 

Abel 群 ， | P | = p a . 
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下证 


1. 否则 d 因 G 没有 p 阶自同构，由题 1.10.16 可推知 P . 
无直积因子 Z p ㊉ Z p ， 因此 P 必有直积因子 n > 2,则 G = Z p n \ H . 令 

Z p n =：〈 X 〉，并令 7 T : G ——> 

同构且 7 T 是 P 阶元，矛盾！ 


a 




贝 Ij 1 ^ 7 T 给岀 G 的自 


G ， tt\h =- id , 7 r ( x ) 


+i 


x p 




§11 小阶群的结构 


知识要点： 

2 p 阶非 Abel 群 （ p 为素数）同构于 p 次二面体群 
设 P ， g 均为素数, p > q , d p - 1,则列阶群同构于循环群 Z 

8阶非 Abel 群的分类：四次二面体群 Z ) 4 ^ ( a , 6 | a 4 =： 1 = 6 2 , ba =： a ~ l b ) 
和四兀数群 Qs = ( a^b \ — 1, b 2 

12 阶非 Abel 群的 分类： 交错群 A 

6 2 , ba = a _1 6) 和群 〈 a ，6 | a 6 =： 1, b 2 =( 

1 至 15 阶群的确定. 


pq. 


2 


ba = a _1 6). 

次二面体群 D 6 =〈 a ，6 I 


4, /、 


3 


6 〉. 


ba = a 


求 D 4 和 Q 8 的中心 Z ( D 4 ) 和 Z ( Qs ). 

解设 G 是 8 阶非 Abel 群.则 Z ( G ) ^ 1 (因为 p 群的中心非平凡)，且 
| Z ( G )| / 4 (否则 G / Z ( G ) 是循环群，从而 G 是 Abel 群)，因此 | Z ( G )|-2. 


1 . 11 . 1 . 


对于 


6 2 , ba — a 3 6) 


Z ?4 — {( I -) b 


和 


Qs ― («, 6|a 4 == 1, b 2 — a 2 ^ba = a 3 b) 


均有 


ba 2 — a^ba — a 3 a 3 6 = a 2 6. 


故 Z (^ 4 ) = { l , a 2 }, Z ( Q 8 )-{ l , a 2 }. ■ 

l - H -2. 每一子群都是正规子群的群称为 Hamilton 群.试证 Qs 是（非交换 

Hamilton 

证 Q 8 只有一个2阶元 a 2 , 故2元子群必是 〈 a 2 〉 且正规. 

而 Q 8 的4阶子群指数是2,当然正规.因此 Q 8 的任一子群均正规. 

1.11.3. 设 | G | 二 

证 对 n 用归纳法. 

若 Z ( G ) 名丑，则 Z { G ) • H = G . 于是易证 gHG 

若 Z ⑹二丑，贝！1 H / Z { G ) ^ G / ■，而 \ G / Z ( G )\< p n (p 群有非平凡的中 
巳、)，故由归纳假设知 H / Z ( G ) < G / Z { G ), 从而 H < G . U 


的) 


群. 


> 1，则阶为 


1 的子群 F —定是正规的. 


V 


H , Vp e G ， 即 F 
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1.11.4*. 确定所有互不同构的18阶群. 

解设 | G | =： 18 = 2 • 3 2 ,故18阶 Abel 群为 Z 18 和 Z 6 ㊉ Z 3 . 下面确定18 


阶非 Abel 群. 


G 的 Sylow 3-子群丑的指数为2,故是正规子群. 

若 H = ( a ), 

l(mod 9)，因此 r = 8.即 


1 ，取2阶元6,则 G = ( a ， b ). 设 bab 


则 


9 


2 


V 


8 


bab ~ 


因此 G 兰 = 〈 a， 6 | a 9 = 1 = 6 2 , ba = a 8 6 ). 

下设 F 二 〈 a 〉 x 〈6 〉， a 与 6 的阶均为3•取2阶元 c ， 则 G ：- ( a ,6, c ). 令 

bK 因为 


cac ~ 二 a l b° ， cbc 




2 —2 
a — c ac 


cH 1 = (a^Yia 3 ^) 


3 




故 


:2 


j{i + t ) = 0 (mod 3). 


司理 


2 


s(i + t ) = 0 (mod 3). 

i 二 A 则 


+ SJ 


首先，若 s =： 0，即 cac 


= W ， cbc ~ 


二 IP a 1 . 


cbc ~ = b 


cac 


因此这转化成 j = 0 的情形（将上式中 6 记为 a，a 记成 6). 故以下不考虑 s 二0 
的情形，除非 j 同时也为 0. 

情形 I .当 j 


0,有 i 2 = 1 = t 2 (mod 3). 因此 


( i ， t ) = (1，1)，或（1，2)，或（2，1)，或 (2,2). 


因 G 非 Abel 群，故 （ i , t ) # (1， 1). 

(1) 设 （ M ) = ( l ，2), 则得到 


, cbc -1 — 6 2 . 


cac 


(2) 设（以）=(2，1)，则得到 


1 


2 


cbc ~ 


cac 


如将6记成 a ， a 记成6,这就转化成 （1). 
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(3) 设 （ M ) = (2,2)，则得到 


-1 


2 


cbc~ l = b 2 . 


cac 


= a ， 


情形 [ 当 s 笋0, j = 0 时 ， i t 三0, 


;2 — 


t 2 (mod 3). 于是 


( M ) = ( l ，2)， 或 （2，1). 


(1) 设 （ M ) = ( l ，2)， 贝 |J 


cbc~ l = a s b 2 ， s 0. 


cac — a 


因 — 0,故 s 2 三 l(mod 3). 于是 


( a s b 2 ) 


+ l b 2s = a 2 b 2s = ( ab s ) 2 . 


cab s c ~ 


=a 


— CL 


BU # 0,故可将记成 6. 则转化成情形 I 中 （1). 

(2) 设 （ M ) = (2， l )， 贝 IJ 


2 


cbc~ l = a s b . 


cac = a 


将 a~ s b 记成 a，a 记成 6, 则又转化成情形 I 中的 （ 1). 

于是情形 I 均转化成情形 I 中的 （ 1). 

情形1设 "0， j _0. 

(1) 若 j = 1，则 i + Z 三0， 

若 （ M) 兴 （ 0,0 )， 则 （ i, *) = (1 ， 2) 或 （ 2, 1). 于是 i 2 = 1 = t 2 , 从而 s = 0, 矛 

盾！因此 i i = 0. 此时 


;2 


t 2 + s(mod 3). 


+ S 三1三 


1，即 


S 




= 6， cbc ~ 


cac 


= a. 


这又转化成情形 I 中的 （1) (将以 记成 a ， 将 M 2 记成 6). 

(2) 若 j . =： 2,则 i t 三0, i 2 + 2 s 三 1 三 t 2 + 2 s(mod 3). 

同理 i i 二0,此时 


2•即 


s 




6 2 , cbc 


2 


cac 


— CL • 


将 a6 2 记成 a , a6 记成6,则又归结为情形 I 中的 （1). 

综上所述，当 G 的 Sylow 3-子群为 ㊉ 时， G = 〈 a ， 6, c 〉， 满足 

~ 1, ab — 6 a , 

"— 1 ^ Qjt) — bet ， 


= 6 3 = 1， 

( ii ) a 3 = b 3 ~ 1, c 


3 


2 


⑴ 


cb ~ b 2 c . 

, cb = b 2 c . 


a 


c 


ca = ac 


2 


2 


ca — a c 
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这两种情形不同构.因为在⑴中 ac 的阶为6,而在 （ ii ) 中没有6阶元.（只 
要说明 a ^ c 的阶不为 6. 事实上， 


{a l Vc) 2 — a l b^{ca l c~ l ){clPc) = WW* 7 二 1.) 


最后仍需说明定义关系为 （ i) ，（ ii) 的群确实是 18 阶群. 

令 T = Z 3 x 乃 3 ,则: T 满足关系 （ i )， 且 |T| 二 18. 

令 S 是 S 3 xS 3 中由 


-((123),1), 6 =(1,(123)) 


= ((12)， （12)) 


生成的子群，则 S 的定义关系恰好为 （ ii ) 且问二 18. 

综上所述，18阶群共有5 个： 


Zis, Z6 ㊉ Z3 

Dg = (a, 6 I 

Z3 x D3 = (a, 6, c I a 3 = b 3 

S = (a, b^c \ a 3 = b 3 = 


9 


b\ba = a 8 b) 


2 


cb — b 2 c) 


= 1, foa = a6, ca = ac, 
— 1, ba — ab, ca — a 


2 


2 


,cb — b 2 c). 


1.11.5*. 确定所有互不同构的 20 阶群. 

解因 20 二 2 2 • 5, 故 20 阶 Abel 群有两个，即 Z 2Q 和 Z 1Q ㊉ Z 2 . 下面确定 
20 阶非 Abel 群 • 


由 Sylow 定理知 G 的 Sylow 5 -子群 〈 a 〉 是正规子群. 


情形 I. 设 G 的 Sylow 2 -子群 F 是循环群，即 F ⑼，&的阶为 4, 贝 IJ 

a 、 因 G 非 Abel 群，故 i 只可能为 2,3,4. 于是 bab~ l = a 2 


G = (a ， b) •设 bab 
或 bab— 1 = a 3 或 bab~ x = a 4 . 

若 bab 


—1 — 


3 


，则 G =〈 a ， 0〉， 6 3 的阶亦为 4, 且 


2 


b 3 ab~ 3 = ((a 3 ) 3 ) 3 = 


27 


这就转化为 i = 2 的情况.因此我们得到 G 由5阶元 a 和4阶元6生成，满足 

ba = a 2 b, 或 6a 二 a 4 6. 

为了说明由生成元和定义关系 (a,fe| a 5 = l = b^ba = a 2 b) 给出的群（它在 
同构意义下是唯一的）的确是 20 阶群（它最多 20 阶)，令 r 是馬 x Z 4 中由 


((12345) ， 1) 和 6= ((2345) ， a) 


生成的子群，则 r 是 20 阶群且满足上述关系.因此 T 的定义关系就是上述关系. 
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为了说明由生成元和定义关系 ( a,b | a 5 -l = b 4 ，ba = a 4 b ) 给岀的群（它在 
同构意义下是唯一的）的确是20阶群（它最多20阶)，令 S 是 x Z 4 中由 

((12345)， 1) 和6二（(12)(35)， a ) 

生成的子群，则 S 是20阶群且满足上述关系.因此* S 的定义关系就是上述关系. 

注意 s 与 r 不同 构：在 s 中有中心元& 2 ,但是 r 无非平凡的中心元（否则 
设为 W ， 则 a l b^a — aa l b ^ ，即 Ma = aM ， b ^ ab ~^ = a , 这推岀 

不是中心元 

情形 H . 设 G 的 Sylow 2-子群 F 是〈6〉 x 〈 c 〉， 其中6与 c 的阶为2,贝 [J 

G = ( a , fo , c ). 

设 1 = ，贝 IJ 


a = 


0•但 a \ i 參 0 


J = 


a = b 2 ab — 2 


=a 


故 i 2 三 l(mod 5). 故 i = 1 或4,即 

cac -1 — a 4 . 

因为 G 非 Abel 群，故只有以下三种情况. 

( 1 ) bab 

(2) bab 

(3) bab ~ 1 = a 4 , 

显然情况 （2) 化为 （1) (记 b 为 c，c 为 b ). 而对于情况 （3) 有 

bca{bc)~ l = bcac~ 1 b~ 1 = ba 4 b~ 1 = (bab~ 1 ) 4 = (a 4 ) 

因此这一情况也转化为情况 (1)( 记 be 为 b，c 为 C ). 

因此我们得到 G 是由5阶元 a 和2阶元6和 c 生成,满足 


或 bab — 1 二 a 4 • 同理 cac — 


或 


= a 


4 


= a , cac = a • 


4 


=a 


cac = a . 


4 


cac = a . 


4 


16 


=a = a . 


4 


bab — 


= a'cac — a • 


令 r 则 r 的阶为10,且 

二 a A b = x 9 . 于是 


6 


b . 于是 G = 〈 X ， c 〉 满足 


5 — 


10 _ 


2 


xr = a,x 


x 


=c. 


1 


cxc 


10 


2 


9 




G^D 


c ) = x Z2 . 


x 


=C ^CX = X 


10 


注意到 D 1( ) 无 4 阶元，故不同构于 r ， 也不同构于又综上所述，20阶群有 


5个: 


Z 


Zi ◦㊉ Z2 


20 


5 


=1 = 6 4 , 6 a = a 2 b ) = ( a , b 

S = ( a^b \ a 5 = 1 = 6 4 , ba ~ a 4 6) = ( a , b 

1 = b 2 ,ba = a 9 b ) = D 5 x Z 2 . 


=1 = fo 4 , foa — a 3 6), 

= 1， b 2 = a 5 , ba = a 9 b ) 


5 


T = ( a^b 


a 


a 


10 


a 


10 


= 〈 a，6 


D 


a 


10 
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1.11.6*. 设 p ， g 是两个素数, p < q. 试证: pg 阶非 Abel 群 G —定可以由下 
述生成元和定义关系给岀： 


G — {a^b \ a v = 1 = b q ^ a~ l ba = b r ) 


其中 r p 三 l(mod q), q 不整除 


1 , p 整除 ^ - 1 . 

证 G 的 Sylow q- 子群的个数 N(q) = kq + 1 iV(g)|p. 故 N(q) = 1, SP 


r — 


Sylow q- 子群 〈 6 〉 正规.记 〈 a 〉 是 G 的 Sylow p - 子群，于是 


aba— 1 二 b r ， 


1}. 


e {l，.. 


r 




因为 (a)(6) 的阶是 列， 故 G = 〈 a 〉〈 6 〉， 即 a，6 生成 G. 因此 r ^ 1 (否则， a6 = 6a ， 
G 是 Abel 群).又因 t 


= b rP , , 

故三 l(mod q). 注意到⑷不是正规子群（否则 G = ⑷ x 〈 6 〉是 Abel 群)，因 
此 Sylow p -子群的个数 N(p) = fcp + 1 = g ， 即 p|g — 1. 

于是 G 是由 a ， 6 生成，满足 


b = a p ba— p 


ba = 6 r , r p 三 1 (mod g), q 不整除 r — 1， p 整除 g — 1. 


a p = 1 = b q , 


a 


上面当然是定义关系，这是标准的方法.事实上，令 F = (a:, y) 是自由群，并 

G 是由 7 T (: r ) 二 a ，7 r ( y ) 二 6给岀的群同态.贝 ! J 


令 7T •• F 


) =且 G 兰 F/Ker 7r. 


Ker 7r 3 {x v ， y q ，x 


yxy 


因 \F/K\ = \F/Kei tt| |Ker tt/K\= pq\Kei tt/K|, 又因 F/K 中的元形如 




故 \F/K\ ^ pq, 从而 I Ker tt/K\ = 1 ， 即 K 二 Ker 7 t. 这表明上述关系是定义 

关系. ■ 


注 此题只是说若 G 是 pg 阶非 Abel 群， p < g ， 则 G 的生成元和定义关系 
如上.但上述证明并没有真正给岀这样的群 G 的存在性，这一点需要注意. 


1.11.7* .设 p 是奇素数，试证 p 3 阶非 Abel 群 G 可以由下述生成元和定义 
关系给出： 


(1) G = (a, 6 | a p2 = b p = 1, b~ l ab = a 1+p ). 

(2) G = (a^b^c \ a p ^ If = c p = 1^ ac = ca^ cb = be，ab 二 bad) • 
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证 情形 I :设 G 不含 P 2 阶元.因 G 非 Abel 群，故 Z ( G ) 是 P 阶群. 
G / Z ( G ) 是 p 2 阶群且非循环群•设 G / Z ( G ) 兰 ㈤㊉ 紙其中石与石的阶均是 p . 
因 G 不含 p 2 阶元，故 a 与6的阶均是 p ， 且 


1 


b~ l ab 


G Z { G ). 


a 


c 




因为 a ， 6, Z { G ) 生成 G ， 故 c 笋1，从而 Z { G ) - ( c ). 于是 a ， 6, c 生成 G 且 


qP = }^ = c p = l,ac 


ca，bc = cb ^ ab = bac . 




下证上述关系就是 G 的定义关系，这是标准的方法. 

设 F 二 〈 T ， y ， z 〉 是自由群•令 

为群同态•则 Ker 7 T 2 ( x p , y p , z v ^ xzx~ x z 

G 兰 F/Ker 

因 |F/K|=|F/Ker tt | |Ker tt/K\^ p 3 |Ker tt / K |， 又因 F/K 中的元形如 


7T(y) = 6 ， 7r(z)— 

)= K , K 


G , tt(x) 


F 


c 


a, 


丌： 


— ^ 




,x y xyz 


yzy 


z 




丌. 


疋於， i ， j ， fce{0 ， i，...，p — i}. 


故 \ F / K \ 从而 Ker n = 即上述关系是定义关系. 

情形 I : 设 G 含有 p 2 阶元 a . 由题 1.11.3 知， A = 〈 a 〉 是 G 的正规子 
群，故 G /( a ) = 〈句是 p 元群.因此6不属于4 ， W G 设 b~ x ab 
e {1, …， p 2 — 1}. 因 a ， 6生成 G , G 非 Abel 群，故 r # 1_易证 


a 


r 


b l ab l = 


a • 


故 r p 三 l(mod p 2 ) •因 ( r , p ) = 1，故 r p 


l(mod p )， 从而 


Xa = b— p abP 二 a 
r p — r(mod p ). 

因此 r 三 1 (mod p ). iS 

因 ( t , p ) — 1, 故存在 j 使得 j . t 三 l(mod p ). 从而 


1 + tp ^ t G {!,*•• ,p — 1}. 


r 




r 3 


__ a i+jtp = a l ^ p . 


b ~ 3 akP = a 


二 a 


因 U ， P ) 二1，故& 也不属于 4 .用以代替6,则有 

a p2 = l 7 b 不属于 A ， 6^ G A , b~ x ab = a 1+p . 


设 W = 仏因 6 的阶不能是 p 3 , 即 6 的阶为 p 或 p 2 , 故 M = V 的阶是 p 或 1. 
于是 s 是 p 的倍数.令 M 


，则由 a l b = ba ^ p ^ 知 


up 


= a 


—w[i+(i+p)+(i+p) 2 + … +(i+p) p_1 ] 


( ba~ u ) p = Ifa 
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题解答 


( p + iy-i 


因 1 + (1 + p ) + (1 + p ) 2 + …+ (1 + p ) 


p—1 


(mod p 2 )， 故 


三 V 


V 


{ ba~ u Y zn b p a~ up = 1 .令 

于是 d = 1 


则 c 不属于儿 

(b — 1 ab ) 


c = 


a 1+ ^. 从而 G 由 p 2 阶元 a 与 p 阶元 


—U — 


c ac = a 


a 


生成,满足 


1+p 


c 


ac = ca 


令 F = ( x , y ) 是自由群，并令 7r : F 


一 G 是由 n ( x ) = a , n ( y ) = c 给出的 
〉二 K 且 F/Ker tt. 类似于情形 I 


满同态•则 Ker 7 r 2 ( x p2 , xyx ~^ l ~^ p ^ 

可知 Ker 


y 


K ， 即上述关系是定义关系. 

注 要说明上述关系真的定义了 /阶非 Abel 群，还要举岀具体的例子. 


丌= 


§12可解群和幂零群 


知识要点： 

换位 子群; 商群可换的 条件; 对称群&和交错群人的换位子群. 

可解群的定义与 性质； 可解群的等价 定义； &是可解群当且仅当 n ^ 4; 
是可解群当且仅当 n ^ 4 . 

幂零群的定义、例子、性质. 


设 J ⑴⑹ 是 G 的内自同构群， J ⑷ ( G ) 是 J ( n - ”⑹的内自同构群. 
试证： G 是幂零群当且仅当存在 n > 1使得/ ㈤ ( G ) = {1}. 

证/⑴⑹^ G / Z { G ). 

I ( 2 \ G ) = J ⑴ (J ⑴ (G)) s I < < 1 \ G )/ Z ( I ( 1 \ G )) = ( G / Z ( G ))/( Z ( G / Z ( G )))= 


1 . 12 . 1 . 


G/z 2 (G). 


归纳可证 J ⑹ ( G ) 兰 G / Z n { G ). 因此， G 幂零仁 ^ 存在 n > 1 使得 Z n ( G ) 

G ^ 存在 , n > 1 使得 J ㈤ ( G ) = {1}. 


1.12.2. 设 a 和 6 是有限幂零群 G 的两个元 

vE ab = ba . 

证 有限幕零群是其 Sylow 子群的直积，故 G = Gi x • • • x G t: 其中 Gi 是 
阶为々的 Sylow 子群 ， i = 1，…， L 设 a / 1 0⑷的素因子为 { pi ， … ， p s }. 

= l = b n , ( m ， n ) = 1， 故 ( o ( a ), o ( b )) = 1, 从而 s < t 且 o ( b ) 的素因子含于 

{Ps+i ， … ， Pt}. ♦ H 二 G\ 

是 二 ba . 


二 6 n = 1 且 （ m ， n ) = 1. 试 


， a 


因 


a 


G u 贝 IJ a e 丑 ， 6 e K . 于 


* * x G s , K = G s -\~i 


x • 


X … X 


1.12.3. 设 G 是有限幂零群，试 证： 

(1) 如果 {1}_7 V < iG ， 则 #门巧(；）_{1}. 

( 2 ) 设 G 是非 Abel 群， A 是 G 的正规子群集合中的极大元,且 A 是 Abel 

群，则 Cg ( A ) = 
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证 ⑴因 G 是有限幂零群，故 G 二 Z n ( G )， 故 NpiZ n { G ) - N . 下证 

7Vn^n-i(G)^{l}. 


Vn e 7 V，p G G ， 因开 e G / Z ^ G ) = Z n { G )/ Z n ^{ G ) - Z { G / Z ^ G )), 故 

e iVHZn — 刺•若 iVf | Z n — JG ) = {1}， 则 n e Z { G ), 即 iV < Z { G ). 


ngn ‘g 

从而斤门心—收卜〜⑴. 


继续这个过程可得到 N [] Z { G )^{1}. 

(2) 因 A 是 Abel 群，故 A < C g ( A ). 下证 ㈤ 是 G 的正规子群. 

\/g G G , b G Cq (^ A .^ x G A , ^*liE 


-1 


xgbg — 1 ， 即要证 gbg ~ 1 xgb~ l g 


gbg 


X 




因 A 是 G 的正规子群，故 g ^ xg 与 b 可换.从而有 


gb { g ~ l xg ) b ~ 1 g ~ l x~ l = g [ g — l xg)bb 


— l 


x 


x 


=xgg 


9 


因 4 是 G 的正规子群集合中的极大元，故 Cq { A ) = G 或 Cg ( A ) 二若 
= G ，则4 < Z ( G ). 从而 Z { G ) = 4或 Z ( G ) = G . 但 G 是非 Abd 群, 
故 Z { G ) 二 A 因 G 是非可交换的幂零群，故 Z 2 { G ) 严格包含 Z ( G ) = A 从而 
Z 2 ( G ) = G ，即 G / A 是 Abel 群.但因 A 是 G 的正规子群集合中的极大元，故 
G / A 无非平凡的子群，即 G / A 是素数阶循环群，从而 G 是 Abel 群.矛盾！因此 
必有 ㈤ = ■ 

注由上述证明可 知：若 G 是非 Abel 群, A 是 G 的极大子群，且 A 是 Abel 
群，则 Cg { A ) = A . 


设 a ， 6是群 G 的任意两个兀.如果 a ， 6和它们的换位子 [ a ，6] 可交 
换，则对任意整数 m 和 n ， [ a 171 , b n ] = [ a , 6] mn . 

证 首先，对 n 用归纳法证明 [ a ， = [ a , 

利用二 [ a , 可知 


1.12.4. 


b— n 二 ab^ba^b 

a,b n ~ l ]b n ~ l aba~ l b~ n = [a ， 6 n —i]6 n —^a ， &]6— n+1 
[a,b n ~ 1 )[a,b]b n ~ 1 b~ 

[a, 6] n_1 [a, b] = [a, b] n . 


a , b n ] = ab 

m ■ 


n 


—n 


a 


n+l — 
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再对 m + n 用归纳法证 [ 


a 


，n 


[a m ,b n ] =a rn b 
■ _ 


bH 


a 


=aa 


[ a m - 1 ? 6 n ] a 6 n a - 1 6 - n 


\b n ]b n a 

, fe n ][ a ,6 n ] = M ]( 


771 匕一 71 


— a\a 


a 




_ 

a 


[ a ,6] mn . 


1.12.5 .设 B 是群 G 的两个子群， [A,B] 表示由 {[ a , 6] \aeA,beB}^ 
成的群， (A,B) 表示由 A[jB 生成的群. 试证： 

(1) [AB]<(A,B). 

(2) A<G 当且仅当 [A,G] ^ A 

(3) 如果 B < G 且 B A 则 A/B^ Z(G/B) 当且仅当 [ A ， G ] < R 

证 (1) 只要证 x[a,b]x~ l e [^4, S ], Va G A , 6 e x ^ A\JB, 若: r G A ， 贝 lj 

xa, 6][x, 6] _1 G [A, B]. 


x\a. b]x 
_ _ 


同理对 x e B . 

( 2 ) 和 （3) 由定义可直接得到. 

对任意群 G , 定义 n ( G ) = G ， r 2 ( G ) = [ G ， G ]， 一 般地， r n ( G ) 
[ r n _!( G ), G ]. 试证： G 是幂零群当且仅当存在 n 彡1使得 r n ( G ) - {1}. 

证由定义知么 [Gj = Z ( G )， 


1 . 12 . 6 . 


= {g ^ G I [p, G] ^ Zi(G)}. 

特别地 [Zi + i(G)^G] < Zi (G) , Vi — 1，2, •••. 

若 G 幂零，则 Z n (G) = G. 于是 n(G) ^ Z n (G )， 而 r 2 (G) - [n(G) ， G] ^ 
[Z n (G),G] ^Z n _i(G). 一 般地， 


r ,( G ) ^ Z n _, +1 ( G ). 


于是 r n ( G ) ^ Z ( G ), 从而 


r n +“G) = [r n (G) ， G]< [Z(G),G] = {1}. 

反之，若 r n ( G ) = {1}, 则 r n ^( G ) < Z { G ) = Z X { G ). 同样用归纳法可知 
r n — i ( G )( Zi ( G ). 特别地 G = ri ( G ) ^ Z n — JG )， 即 Z n . x { G ) = G，G 幂零 • ■ 
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1.12.7. 求二面体群的换位子群， 这里 = ( a，b 


b 2 = 1, b~ l ab = 


a 


a 


m 




-ii-t 




a 


a 


ii^ab-jyiptab-ty^a 

= 以―” 乂 (—mo 






= a 


a 


a 


izLsdti—s 


G 〈 a 2 〉， 


=a 


因此 D f n = ( a 2 ). 


1.12.8. 试证： 对称群 &和& 是可解群，但不是幂零群. 

证 S f 3 - A 3 , - (1). S f A = A 4 , = K 4 , 幻二⑴•故 S 3 , &是 


可解群. 


Z ( S 3 ) - 1 - Z ( S 4 )， 故私 ，& 非幂零 • 


1.12.9. 设 iV < G . 如果 TV 和 G / N 均为幂零群， G 是否为幂零群? 

否.例如，私的正规子群幂零， 5 3 Ms 幂零，但&非幂零. 


1.12.10. 设 Z { G ), 试证： 如果 G / N 为幂零群，则 G 为幂零群. 

证 注意到 Z n ( G / N ) = Z n ( G )/ N , 这里 TV < Z ( G ). 因此，若 Z n { G / N ) 

G / iV ， 则 Z n ( G ) = G . 


1.12.11. 设 G = S 4 , 试证 G/G( 2 ) 兰 

证负 = 山， } = K 4 . S a / K a 是非可交换的 6 阶群，因此 S a / K a 




1.12.12 .设火是群 G 的循环的正规子群.试证4和7按元可交换，即对 

任意 a e x e G ; 


， ax = xa . 


a n ⑷.要证 aghg~ l h~ l = ghg~ 1 h~ l a^ 
Vp,/i G G. 即要证 h~ 1 g~ 1 agh — 分 — 工 /i—ia% •即 h~ l a n ^h = 厂 1 a n ( h ) 仏艮 P 

nWn ( p )， 这当然是正确的. ■ 


证设 A = 〈 a 〉. Vg e G ， 设分 


ag = 


(g)n(h) _ a 


n 


a 


1.12.13 .设 a 是群 G 的一个自同构.如果对任意 geG, g^a^g) G Z{G), 
则对导群 G 的任意元 a ， a{a) 

证 因 g~ l a(g) e Z(G )， 故 a(g ) 二 gc，c & Z(G). 因此对 Vp，/i G G ， 存在 


a . 
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题解答 


C2 G Z{G), 使得 


Cl 


a{ghg~ l h~ l ) = a(g)a(h)a(g)~ l a(h) 

= gcihc2Ci l g~ 1 C2 1 h~ ] 

=ghg—h — 1 ， 


即^在 C 上为恒等映射. 


l . lZl 4 •设 p , g ， r 是三个素数，不一定不相同，试 证：列 r 阶群是可解群. 

证 首先， p 3 阶群可解.其次， pg 阶群可解 （ p _办接下来，阶群可解. 

现在设 \ G \^ p - q - r , p > q > r . 只要证 G 非单 吸 N <] G，N 手 N _ G , 

则由归纳假设 iV 可解， G / N 可解，故 G 可解). 

否则，设 G 单.则 Sylow p -子群的个数为 gr，Sylow q - 子群的个数为 pr 或 
P, Sylow r - 子群的个数为 pg ， pi q . 无论哪种情形，均有矛盾： 


G\ ^ qr(p - 1) +p(q - 1) + g(r - 1) + 1 

= pqr +pq — p — q+l = pqr + {p — l)(q — 1) 
> pqr. 


注事实上，由本题的证明知 ，若 p ， q，r 是三个素数（不一定不相同)，贝 IJ 
阶群非单. 


pqr 


1.12.15. 有限群 G 是可解群当且仅当 G 的合成因子均是素数阶循环群. 
证若 G 的合成因子均是素数阶循环群，则易知 G 可解. 

反之，设 G 可解. 考虑 G 的合成列，则每个合成因子 Gi / Gi ^ 均是单群.因 
G 可解，故作为 G 的子群的商群 G x / G i+l 也可解，从而 Gi / G i+1 的导群应严格 
小于 Gi / G i+1 , 故它只能是 {1}. 从而 Gi / Gi ^ ^ Abel 群•又 G ^/ G i+1 单，故 
G x / G i+l 只能是素数阶的循环群. ■ 


1.12.16 .⑴ 求&的 导岀列、合成列和合成因子. 

(2) 求四元数群 Q 8 的所有合成列. 

解 （1) 导 出列： S 4 >A 4 >K 4 >{1}. 

合成列: S 4 >A a >K 4 >Z 2 >{1}. 

合成因子： Z2 ， Z3 ， Z2 ， Z2 . 

(2) Q s > ( a ) D > ( a 2 ) > {1}, 

Qs > {b) > (a 2 ) > {1}, 

Qs > (ab) > (a 2 ) > {1}. 
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1.12.17. 设 G 是 p 3 阶非交换群，: p 为素数.则 Z { G ) - 

证因 G 有非平凡的中心且非可换，故1 < \ Z { G )\ < p 3 . X \ Z { G )\ (否 
则 G / Z ( G ) 是循环群，从而 G 可换)，故 | Z ( G )|= p . 于是 G / Z ( G ) 是 p 2 阶群，从 
而可换.于是 G ⑴ g Z ( G ) •但 G ⑴_ {1} (否则 G 可换)，因此 Z { G ) = G ⑴. ■ 

1.12.18. 求对 称群& 和交错群4的导出列. 

：1 

解 设 n 彡5•因 SnMn 兰心，故4 2 tf ) •但4 (n > 5) 是单群，故 

处）= 4或 rf ) 二 {1}. 又&不是可换群，故同理4 1 ) = A n . 

因此，当 n > 5时，的导岀列为 O yl n O [>_••• 

A n 的导岀列为 [> [>•••. 

^4 的导出列为 S 4 > A 4 > K a > {1}. 

A 4 的导出列为 A 4 > K 4 >{ 1 }. 

Ss 的导出列为 S 3 > A 3 >{ 1 }. 

A s 的导岀列为 > {1}. ■ 

1.12.19. 阶为素数幂的群 G 是可解群. 

证设 | G | 二圹， n 彡1.对 n 用数学归纳法.若 n 二1，则 G 是素数阶循环 
群，从而是可 解群. 设 n > 1. 因 G 的中心 C ( G ) / {1}, 故 G / C ( G ) 的阶为 

由归纳假设 G / C ( G ) 是可解群.又 C ( G ) 是 Abel 群,从而是 C ( G ) 可解 
群.于是 G 7 C ( G ) 与 C [ G ) 均是可解群，从而 G 是可解群. ■ 


P ， 


1.12.20. 对于有限群 G 来说，下述命题 等价： 

(1) G 是可解群，即有正整数 n 使得 G ( W 二{1}，其中 G ㈤ 是 G 的第 n 次 


导群 • 


(2) G 有终止于 {1} 的正规群列，即存在 G = Go > Gi > ^>Gm 

Gi <1 G , 1 ^ 2 ^ m , 使得每个因子群 Gi - i / Gi 均为 Abel 群 ，1 ^ m . 

(3) G 有终止于 {1} 的次正规群列，即存在 G = Go > Gi 
使得每个因子群 Gi ^/ Gi 均为 Abel 群，1 O < 

( 4 ) G 有终止于 {1} 的次正规群列，使得每个因子群均为素数阶循 环群. 

(5) G 有终止于 {1} 的次正规群列，使得每个因子群的阶均为素数幂. 

证⑴ (2): 取导出列. 

(2) (3): 显然 • 

(3) => (4): 由有限 Abel 群的结构定理可 推知. 

⑷=今⑸：显然. 

(5) (1): 阶为素数幂的群是可解群.由题设， G 是可解群借助可解群的 

反复扩张，故 G 是可解群. ■ 


W ， 且 


* > Gm = { 1 }, 


> 


# # 


m. 
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注 （1) 上述 （4) 中的次正规群列不可以改为正规群列. 
例如&有次正规群列 


S^> A 4 > K 4 >Z 2 > { 1 } 


使得每个因子群均为素数阶循环群，但却没有终止于 {1} 的正规群列使得每个 
因子群均为素数阶循环群. 

(2) 上述⑸中的次正规群列可以改为正规群列.不过,证明要长得多，需 
要用到特征单群的概念与方法.此处从略. 


第 2 章环 论 


§1基本概念 


知识要点： 

环、交换环、环中（左、右）零因子、整环、除环（或称为体)、域的 定义； 环 
的简单 性质; 环的基本例子：数环、剩余类环、矩阵环、多项式环、加法群的自同 
态环、群环、四元 数体； 环同态与环 同构； 环的自同构群. 

注本书中环未必有单位元（或称为么元).有单位元的环以下称为含幺环. 


2.1.1. 设 A 是 Abel 群， End ㈤ 是群 A 的全部自同态作成的集合.对/， 
9 ^ End ( A ) 定义 


(/ + P ) ⑷二 /⑷ + P ⑷， (/ • 9){ cl ) = /( P ⑷)， a e A . 

则 End ㈤ 对于上述运算是含幺环. 

证 由定义直接验证，其中 End ( A ) 的零元是零映射，单位元是恒等映射. ■ 

2.1.2. (1)* 举例表明含么环中，一个左可逆元可以具有多于一个左逆. 

(2) 如果 a 是含么环中左可逆元，并且 a 不是右零因子，则 a 只有唯一的 


左逆. 


证 ⑴令 A 是无穷实数列 { a 0 , ai , a 2 ,--} 的集合，则 A 对于分量加法作 
成 Abel 群.考虑 A 的自同态环 End ( A ), 记为 i ?， 则有单位元 id . 令 r G i ? 为 
右平移变换，即 


r ({ a 0 


}) = {0，叱叫...}. 


(21，（22, • 


■ • 


令 IGR 为左平移变换，即 


K{ a o, ^1,^2, • - }) — {ai, a 2 , M， … }. 


令 Z 0: A 


A 是由 


Zo({a 。， ai ， < 22 , •••}) = { a o + ai ， <22, (23, ••• } 


给岀的变换，则 e 凡显然有 lr = id = lor , 即/和 Zo 均为左可逆元 r 的左逆， 

且 I 一 Iq . 


(2) 由定义直接反证. 


2.1.3 .设 a 是环 i ? 中非零元， 求证： 

⑴ a 不是 i ? 中左零因子当且仅当由等式 


其中 6 ，c e 丑可推岀 


= ac, 
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其中 6 ，c e 丑可推出 


(2) a 不是尺 中右零因子当且仅当由等式 k 


= ca , 


证由定义直接推证. 


2.1.4. 设 n > 2为正整数，求证： 

(1) 环 Z n 中元3可逆当且仅当 （ a , n ) = 1. 

(2) 若 p 为素数，则 Z p 是域; 若 n 不是素数，则 Z n 不是 整环. 

证 （1) ( a ， n ) 二 1当且仅当存在整 数/和 m , 使得 /a + mn = l ; 当且仅当存 

在整数/使得在 Zn 中 ， U = 丁 ; 当且仅当石在 Z n 中可逆 • 

(2) 第一个结论由 （1) 即知 • 

设 n 不是素数，则存在大于1的整数 s ， i ， 使得 st = n . 于是 飞 而 
st — 0. 从而 Z n 不是整环. ■ 


(1) 决定环 Z [ v ^ I ] 的单位群，证明此环为整环但不是域 • 

(2) 对于环 Z [ v ^ ] = {a + bV ^3 I a ,6 GZ } 做同样事情 • 

证⑴若 (a +6 i)(c + di ) = 1,贝 1 J ( a 2 + 6 2 )( c 2 + d 2 ) = 1, a , 6, c , d G Z . 从而 

=±1, 6 — 0; 或者 a — 0, 6 = ±1. 因此 Z [\/— T ] 的单位群为 {1，— 1， i ，— i } =〈 i 〉. 

(2) 同理可知 Zfv ^] 的单位群为 {1，-1}. ■ 

2.1.6. 设 E 和 S 均为含幺环，/ : R 

⑴/( I 丑 ） =1义 

(2) 设心 # 如果 a € (丑)，则 /⑷ G U ( S ), 并且 /( a * 1 ) = /( a )- 1 . 

证 由定义直接推证，注意⑴中要用到/是满射的条件. 


2.1.5. 


S 为环的满同态.贝 IJ 


设 G 是乘法群，丑 为环. 定义集合 R [ G ] = j 并且 

^ geG 

只有有限多个~ # oj >. 规定 R [ G ] 中两个元和 Y ^ g g 相等当且仅当 
r g = t g ,\/ ge G . 在集合 R [ G ] 上定义 

( r 9 + 

geG 


2.1.7. 


geG 


geG 


geG 


geG 




g . 


9^G \g / g // =g 


geG 


geG 


(1) R [ G ] 对于上述加法和乘法作成环（叫做群 G 在环尺上的群环). 

(2) R [ G ] 是交换环当且仅当 i ? 是交换环且 G 是 Abd 群. 
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(3) 若环 尺 有单位元 1 R , 而群 G 的单位元为 e , 则1，是群环 R [ G ] 的 


幺元. 


⑷尺可以自然地看成是 R [ G ] 的子环. 

⑸设 G 是有限群，况是交换环.求群环 R [ G ] 的中心 Z ( R [ G }). 
(6) R [ G ] 是否为无零因子环？ 

证 （1) 一 (4) 由定义直接推证. 

⑸ 令&二 E 


, Sg = ^2( h ， 其中 [ g ] 表 7 K 


所在的共轭类.注意 


xgx 


9 


x£G 


he [ g ] 


n Sg = [ G : C G { g )] S g . 〜〜 〜 

由定义 易证： Z ( R [ G }) =私+喊 2 +…+ Rf gt , 其中 {仍 ，… ，仍} 是 G 
的共扼类的一个代表元系. 

(6) 因为 


p(l — h ) = (1 — h ) 5 = 0, V /i G G , 

geG 

故当 G # {1} 时， 1 - h 与 f P 均为 G 的零 因子； 而当 G = {1} 时， R [ G ] 是无 

d^G 

零因子环当且仅当 i ? 是无零因子环. 


geG 


2.1.8. (1) 整数环 Z 的加法群自同构是否一定为环的自同构？ 

( 2 )求 Zm 的全部子环和 Aut ( Z m )， 其中 m 为正整数. 

证 （1) 否.加法群 Z 的自同构群为 Z 2 ，而环 Z 的自同构只能是恒等. 

(2) Z m 的子环必为循环群 Z m 的子群，从而形如 Z r , 其中 r 为 m 的正因 
子. 注意 Z ； l 二 0. 因此 Z m 的全部子环为 Z r 兰 - Z m , 其中 r 取遍 m 的正因子. 

V x e •故 Aut ( Z m ) = {1}. 


设 7 T e AuMZm ), 贝 Ij 7 T ( T ) = T . 因此 7 T (: r ) 


2.1.9. (1) 求 Q 的全部 子域. 

(2) 求证 Q [ V 2 } = { a + bV 2\ a , beQ } 是实数域 M 的 子域; 并求 Q [ V 2] 的 
全部子域. 


(3) 求 Aut(Q[v^ ])• 

证 （1) Q 的子域只有 Q 本身. 

(2) 由定义直接验证 Q [ v ^ ] 是 M 的子域 • 注意 Z [ V ^2] 不是域. 

Q [\/2] 的任意子域 T 必然包含 Q , 若 T 还含有 a + by /2, 6 # 0,则 V 2 eT . 

从而 T = Q[W ] •即 Q [ V 2] 的子域为 Q 和 Q [ V 2]. 

(3) 设 TT e Aut(Q[V^ ])，则 7 T (1) = 1. 因此 TT 在 Q 上的限制是恒等.设 
TT ( V ^) = a ，则 a 2 = 2,即 7 r ( V 2) = ± V 2. 由此可知， Aut(Q[\/2]) = { id , a } ^ Z 2 , 

其中 a(a + by /2) 


h \ f % V a , 6 G Q . 
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(1) 设 / G Aut ( R ), 


P e R . 若 a > 0,贝 ! J f ( a ) > 0. 从而，若 


2 . 1 . 10 *. 

> 汉则 /( a ) > f(P). 

(2) 求 Aut ( R ). 


a , 


a 


证⑴设 a > 0,则存在 peR , 使得 a 二， 于是 / ⑷二 (/(/?)) 

(2) 设 / G Aut ( R ) •因 /( l ) 二1，容易推知 f 在 Q 上的限制为恒等.设 

eR , r 是无理数且 r > a 取有理单调递增数列 { r ；} 使得 lim 


2 


> 0 


因此对 


V 


r n = r . 


任意大的正整数 7 V ， 存在 N f 使得当 n > M 时，有0 < 


• 从而 


r - r n < — 


N 


0 < fir) - f( r n) = f{r — r n ) < f 








N 


N 


这表明 /( r ) = lim r n 


从而 Aut ( R ) = {1}. 


=T. 


(1) 可将复数域 C 嵌到环 M 2 ( E ) 中吗? 


2 . 1 . 11 . 


Z W 


(2) 令 L 


ecy 其中 W 为 w 的共轭复数，求证 L 是 


z、w 


—w 


z 


体,并且同构于实四元数体 H . 

证⑴令 


a 


M2 ( R )， 其中 cr(a + 6 i ) 


.则 a 是环的嵌入. 


C 


(7 : 


b 


a 


(2() + (1\1 Ci2 + ^3i 

— (22 + ttgi CLq — CL\i 


(2) ^7T ： H 

可直接验证 7 T 是环同构. 


L ，7 r ( a 0 e + a\i + a 2 j + a 3 k ) 


•贝 IJ 


2 .1.12 •设 i ? 为环，如果每个元 a e R 均满足 a 2 = a ， 则称 i ? 为布尔 ( Boole ) 


环.求证: 


(1) 布尔环 i ? 必为交换环，弁且 a + a = 0^, V a G i ?. 

⑵设[/是一个集合, S 是 C / 的全部子集构成的集族，即 S 二 {F | V C U }. 
对于 A,B e S , 定义 


A-B = { ceU \ ceA , B }, 
A + B = { A - B )[ j { B - A ), 
AB = Af ] B . 


求证0，+， •） 是布尔环.环 S 是否有幺元? 

证 （1) 因 a + a = (a + a ) 


2 


2 


-\- a a -\- cl^ 


a + a + a + a ， 故 a + a = 0丑, 


— a 




Va G R . 
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因 a + b = (a + 6) 

Va ，6 ei ?， 即丑为交换环. 

(2) 直接验证_环 S 有幺元 Z 7. 


2 — 


a 2 + ab + ba + b 2 = a + 6 + + 6 a ， 故 ab 


—ba = ba . 


2.1.13*. 试证： 

( 1 ) 有限整环必为域. 

(2) 只有有限个理想的整环 i ? 是域. 

证 （1) 有限整环尺中非零元的集合对于乘法作成一个满足消去律的有限 
含幺半群，从而 是群. 因此 i ? 是域. 


(2) 只要证 R ^ = R -0 是群; 进而只要证 


6在 iT 中有解， \/ a , beR \ 

使得 Ra m = 


ax = 


考虑丑 的理想 i ? a , i ? a 2 , … • 因丑只有有限个理想，故存在 
Ra n . 从而存在 ceR 使得 6 a 


m <n 


•故6 = 


n—m 


= ca 


ca 


以 C ( R ) 表示全部连续实函数 / : ]R 

P ) ⑷ = /( a ) + P ⑷，(/-“⑷=/⑷ - p ⑷，对于 /,p e C ( R)，a G E . 求证 (7( R ) 
由此成为含幺交 换环. 试问 C ( R ) 是否为整环？是否有幂零元？决定环 C ( R ) 的 

单位群. 


M 组成的集合.定义 （/ + 


2.1.14. 


证直接验证 C ( R ) 是有单位元的交换环，但非整环.注意 (7( R ) 与 End ( R ) 


的区别. 


C ( R ) 无非零的幂零元. C ( R ) 的单位群为 {/ e C ( R ) I /( a ) ^0, VaGR }. 

2.1.15. 设乃为有限体，求证 

证设是 D 的非零元作成的|別- 1阶乘法群，则 
由此即得. 


D \=a 


y aeD . 


a 


D\-l 


= 1, V a G D *. 


a 


2 丄1 6 •设 G 为二元群，试决定群环 Z [ G ] 的单 位群. 

证设 G 二{1， p }， 则 n + mg e Z [ G ] 可逆当且仅当存在 x + yg e Z [ G ] 使得 
(n + mg)(x + yg ) = l . 这当且仅当齐次线性方程组 


nx + my = 1, 

mx + ny = 0 


有整数解，当且仅当 


2 


2 


士 1_由此可知 Z [ G ] 的单位群为{1，— in } 


n—m 




K 4 


2.1.17*. a ， 6 是含幺环丑中的元，则 1 — a 6 可逆 ^ 1 - ba 可逆. 
证 设1 - a 6 的逆兀为 c ， 则可验证1 + 6 ca 是1 - 6 a 的逆元. 
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注 若: r n = 0,则1 — x 的逆兀为1 + x + x 2 + . 

可将 1 一 ab 的逆元想象为 c 二 1 + ab+ (ab) 2 + …， 而将1 - 6 a 的逆元想象为 
1 + ba+ (6 a ) 2 +…=1 + 6 ca , 然后再加以验证. ■ 

(华罗庚）设含 幺环丑 中元 a, b， 1 一 ab 均为单位，则 a - 6 - 1 和 

也是单位，且 

(( a -6- 1 )- 1 - a ' 1 ) 


. 因此形式上, 


n—1 


•— X 


m 


2.1.18*. 

(a - b — 1 ) — 1 


— CL 


=aba — a . 


(1 - ab ) b ~\ 故 a — 6- 1 是单位. 


证 因 a - 6 - 

用 （a - 6- i )- 1 和 a 分别代替 a — 6- 1 中的 a 和6，即得 ( 




CL _ 


_ CL 


也是单位. 

注意到 


1也是单位，且 


1 


1)—1 = (1 - ab ) 


(*) 


(b 


a 


事实上， 


1)(1 一 (1 - ab )) 


1)((1 — ab)~ l — 1)(1 — ab ) — (6 
( fe _1 a _1 — l )( a 6) — 1 — 

两边约去单位1 - a 6 得到 （6 
1)(6- h - 1 - 1) = 1，从而 （*) 式 成立. 

将 （*) 式两边左乘 a - 1 ，得到 （6- 1 一 a ) 


( b — 


a 


a 








1)((1 - ab )- 1 -1) = 1. 同理有 （(1 - a 6) 


一 l 


a 




• 从而 


-l 


(a — aba ) 


— CL 




)- 1 = (—( a — a 6 a ) _1 ) 

均是尺 中单位，贝 IJ 


)— 1 = ( a -1 —( a — a 6 a ) 


(( a — b — 1 ) 


-l 


= aba — a . 


— a 


—a 


注 事实上，上述 （*) 式说明了：如果 
也是尺中单位，且有 


X 


—X 


X, 


0 — 1 — I ) — 1 = (1 — X) 


2.1.19*. ( Kaplansky ) 含幺环中某兀若有多于一个右逆，则它必然有无限多 


个右逆. 


证 设 a G R 有多于一个右逆，则 a 是左零因子，从而右理想 I ^ {X e 

0} 非零.欲证 a 有无限多个右逆，只要证 J 是无限集即可:这是因为若 
6是 a 的一个右逆，则6 + x , V x G /均为 a 的右逆. 

否则，设 J = { xo,xi 

有右逆，故 # 0, V i # j _ 因此 { xia , x 2 a , -- 

的一^个置换.设6是 a 的一个右逆，则 6 a / 1 (因 a 是左零因子).于是 6 a - 1 e L 


R 


ax = 


• ,$ n }， 其中 


. 因 


0 .则 G /, i = 1, 2, • 

} 是 {zi 


，n 


x 0 


002 ,- 




工2,… 


x n a 


a 


n 
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从而 ba — 1 二而，且= (6 a — 1)6 = 0. 但另一‘方面 
Xj i - 0. 矛盾！ 


Xja ， 从而 Xib = Xjab 


Xi — 


2.1.20*. (1) (华罗庚， l 949 ) 设 L 是非可换体, a 是 L 中非中心的元，则 L 
由 a 的所有共轭元生成. 

(2) ( H . Cartan - R . Brauer - 华罗庚）设 L 是体， K 是其真子体，且 K 

K - {0} 是 L * 的正规子群，则 K 含于 L 的中心. 

证 （1) 设:是 I 中两个不可换的元，则 y ( a : - 1) _卜 -1)?/, 故 

{x - 1). 因此 


木 




V 


Or - 1) 


V 


x { x~ x y 


1 


(:r - 1) 

1 x — x{x — 1)- 

(x — 1 + l)(x — 1) 

(X — 1) — （X _ 1) 

( x - 1) 


(X — 1)) 


x — 


V 


1 


1) 




二 V 


y 


X — 


1 


1 


( x ~ 1) 


= y 


X — 


y 


— 1 一一 1 


0-1) 


=V x-y 


V 


1 一 一 1 


(x-1) 


=V 


V 




7^ 0- 


所以 


(y — 1 — 0 — 1 ) 


1 


1 


(x-i))- 、 (*) 

现在设 h 是 I 的由 a 的所有共轭元生成的子域.（反证）假设 h # L ， 贝 IJ 
Li 中任一元 z 与 a 的任一共轭元 y 均可换（否则，由 （*) 式知 ; r e 矛 
盾!)，于是 L - h 中任一元与 h 中任一元均可换. 

因 a 是非中心元，故存在 
G L - ，贝 IJ n 《 Li 于是 xz 与 a 可换，从而 


0 — 1 ))( 


(: r - 1) 


X 


y 




X 


y 


x — 


y 


l - 


L 与 a 不可换，则由 （*) 式知 z e 


z e 


X 


( xz)a = a ( xz ) = ( ax)z = ( xa ) 


z. 


约去 z ， 得到矛盾 二 az ! 

(2) 若 K 不含于 L 的中心，即 K 含有 i ： 的某个非中心元 a ， 则由 （1) 知 L 
由 a 的所有共扼元生成，从而由题设知 L = K . ■ 

§2环的同构定理 


知识 要点： 

环的理想及其 构造; 主理想 整环; 除环上的全矩阵环是 单环; 商环的 构造; 环 
同态基本定理及其应用（与群论的平行和区别). 




第二部分问题解答 


. 112 • 


2.2.1. 环及 中的元 a 叫做幂零的，是指存在正整数 m 使得 
⑴若丑为交换环， a 和6均为幂零元，贝 IJ a + 6也是幂零元. 

(2) 若 i ? 不为交换环,(1)中结论是否仍成立？ 

(3) 交换环 H 中幂零元的集合 N 是 R 的理想，且商环 R / N 中只有0是幕 


= 0 . 


零元. 


m+n 


故 (a + 6 ) m + n - ^ C 


i irm^-n—i 


证⑴设 


0， b n = 0. 因 = 6 a , 


因为或者 i > m ， 或者 

(a + 6) 


i 彡 n ， 故 a l 6 m+n_2 = 0, 0 彡 i 彡 m + n •艮 P 


m+n 


= 0 . 


0 1 


0 0 


0 


均为幂零元,但 


(2) 否. 例如， M 2 ( R ) 中 


可逆 • 


和 


1 0 


0 0 


1 0 


(3) 由 （1) 可直接推出. 


设 J 是交换环 i? 中的理想，求证集合 \/7 = {r G i? | 存在 n ^ 
1使得 r n e 也是环尺的理想. 

证类似于题2.2.1(1)的证明. ■ 


2 . 2 . 2 . 


2.2.3. l^R 为环，集合 Z ( R ) = {ceR \ 对于每个 r e R , 

R 的中心. 

(1) 求证是的子环，但不一定是的理想. 

(2) 如果 F 为域,求证全矩阵环 M n { F ) 的中心为 { a/ n | a G F }, 其中 J n 表 

示 n 阶单位方阵. 

证 （1) 直接验证巧尺）是尺的 子环. 

(2) 由线性代数知，与域 F 上任一 n 阶矩阵都交换的 n 阶矩阵只能为 

aeF . 因此 Z ( M n ( F )) = { al n | a G F }. 

由此也可见:环 i ? 的中心不一定是环丑的理想. ■ 


} 叫做环 


VC = CT 


(1)* 设尺 为含幺交换环，求证环 M n ( R ) 中每个理想均为形式 M n ( J )， 

其中 J 是 i ? 的某个理想. 

⑵ 若 F 为域 ，则 M n ( F ) 是 单环. 

(3) 设 J 是含幺交换环尺中的理想，求证有环同构： M n ( R )/ M n { I ) 


2.2.4. 




M n { R / I ). 


证⑴设 J 是 M n { R ) 的理想，令 J 是 J 中矩阵的矩阵元作成的集合，则 

JC M n (/). 欲证 J 是丑的理想且 J 二 M n (/), 只要证对任一 ael 和任一矩阵 

单位％，均有 


CLCin G e/. 
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设 a e J , 则存在 B = 

1 

eisBe^j = 〉: b 


eJ 使得 b 


• 则对于任一 （ i , j ) 有 


UV^UV 


〉: b uv S su 


f e J , 


CisCuvCtj — 


f - QjGq 


uv 


其中 & •是 

(2) 由 （1) 即得. 

(3) 定义环同态 tt : M n ( R ) — M n { R / I ), tt ((叫 )） 二（巧)，其中 ^7是 
在 i ?/ J 中的像，则 tt 是满同态且 Ker 

M n { R / I ) ^ M n { R )/ M n { I ), 


符号. 


Kronecker 


M n (/). 从而由环同态基本定理即知 


2.2.5 .设 A 和 J 2 均是环丑的理想， 求证： 

(1) hh 也是环丑的理想，并且 A /2 g A fV 2. 是否一定有 二 A f |/2? 

(2) h + h 也是环 i ? 的理想，并且它恰好是包含 A 和 J 2 的最小理想. 

(3) 设 Ii = nZ ， I2 = mZ ( n，m > 1) 是整数环 Z 的两个理想，求证： J1J2 = 

nmZ ， Ii + I2 = ( n , m)Z, Ji 门 J2 =[ 几， m \ L . 

证所有的结论依定义可直接验证.一般地未必有^2 = a rv 2 . 例如，若 
n ， m 是一对不互素的正整数 ， Ji = nZ ， J2 = mZ ， 则/仏 = nmZ ^ [ n , m ] Z 二 


hn ^ 


S 是环的同态， J 和 J 分别是环丑和 s 的理想，并且 


2.2.6. 设 / :丑 

/(/) C J . 按以下方式作商环之间的 映射: 


f ： R / I —^ S/J ,豆 h [/ ⑷]， 

其中，对于 aeR , a = a + I ^ R/I 中的元，而 [/( a )] = /( a ) + J 为 SjJ 中的元 

(1) 说明7是定义合理的,且是环 同态. 

(2) f ： R / I —, S/J 是环同构 ㈡ f ( R ) + J=S 并且 J = /— 1 ⑺ • 

证 由定义直接验证. I 


S 是环的同态.如果 i ? 是体,求证/或者是零同态，或 


2.2.7 . 设 f •• R 

者是嵌入. 

证 设丑是体，因 Ker / 是丑的理想，故 Kerf 或者是零，或者是兄前者 


/是嵌入,后者/是零同态 


2.2.8 •设 （丑，+， •） 是含 么环. 于 a , 6 G R , 定义 a ㊉ 6 = a + 6+ l ， a Q b 
ab + a + b . 求证 （丑 ，㊉ ,0) 也是含幺环，并且与环 （丑，+， •) 同构. 

证 直接验证 (/?,©,©) 是有零元-1和单位元0的环.考虑映射 

丌： (尺， ㊉ ， G ) 


(尺，+， .) 


-^ 
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题解答 


则 7 T 是环同构. 


2.2.9. 求证： 

(1) 若只是主理想整环，则只的每个同态像也是主理想整环. 

(2) Z 

证直接验证 （1). 结论 （2) 是 （1) 的推论. 


Z/mZ (m ^ 1) 是主理想整环. 


2.2.10 •环 Z /3 Z 与环 Z /6 Z 的子环 2 Z /6 Z 是否同构？ 

证是•环 Z /3 Z = {0, 1, 2} 的单位元是 T , 环 Z /6 Z 的子环 2 Z /6 Z -{0,2,4} 

的单位元是1令/ : Z /3 Z — 2 Z /6 Z ， /⑼=0， /( T ) = 3, /⑺= 5,则/是环 
同构 • 


注令分: Z /3 Z — 2 Z /6 Z ， 挪)= 5, 〆 !：) = 5, /⑵=!，则 5 是加法群的 

同构，但非环同构. ■ 


2.2.11. 设 A ，… 丄，… 均是环 i? 中的理想，并且 A C / 2 C • 

OO 

求证集合 IJ J n 也是环 i ? 的理想. 

证由定义直接验证. 




癱 # 


0 


求证 T 


a ? 6, c G Z >是环 M 2 ( Z ) 的子环;试决定环 


2 . 2 . 12 *. 


T 的所有理想. 

证记 N q 为非负整数集 ， N 


N 0 - {0}. 我们断言：当 { qi , q 2, l ) 取遍 

N 0 x N 0 x N 的元， T [ q u q 2 ， l ) 就给出了 T 的所有两两不同的非零理想，其中 




qilZ 0 

VL qaVL 

为此，设/是 r 的非零理想.只要证/为上述形式. 

步骤 1. 因/是 r 的非零理想，故/中总有矩阵，其（ 2 , 1 ) 处非零.设/是 
I 中（2, 1) 处最小的正整数，则 J 中任一矩阵的（2, 1) 处均属于 ZZ . 

事实上，由 Z 的选择知，存在 
则有 y = ql + r ,0^ r ^ l - l . 于是 


T( qi ， q2j) = 


0 


0 


a 


x 


e I •若 y 弄0 


el . 设 0 # 


y 


o o 


o o 


o 


1 o 


o o 


o 


1 0 


a 


e I 


o 


o 1 


0 0 


0 


0 0 


y 


z 


Q 


从而必有 r = 0，即 Z 丨 y . 

步骤 2. 类似地 可证: 
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(1) 设/ 中有矩阵，其 （1， 1) 处非零 • 令 n 是 J 中^ ，: L ) 处的最小正整数， 
则 J 中任一矩阵（1， 1) 处均属于 nl 

( 2 ) 设 J 中有矩阵，其（ 2 , 2 )处非零.令 m 是 J 中（ 2 , 2 )处的最小正整数， 
则 J 中任一矩阵（ 2 , 2 )处均属于 mZ . 

nZ 0 
IZ mZ 


Silt, I C 


( n , m , /) G No x No x N. 


步骤 3. 必有/ 
事实上，易知 


n ， 


0 0 


0 0 


0 0 


G /. 再由 Z 的选取易推知 Z 


n 


0 


0 


0 


n 


nL 0 
VL mZ 


因此 ， Z C 


q2l, (^1,92,0 G No X No X N. 


qih 


,n 


m 






步骤 4. 最后证明 I = T ( q u q 2， l ) 
事实上，由/， 


0 


0 


0 


n 


x 


a 


的选择知，存在 / 中的元 


V 


V 


z 


因此 


0 


0 


0 


qn 


q 


e /. 


o o 


o o 


y 


z 


0 0 


0 0 
q"l 0 


0 


qn 


同理 


e L 于是 


^ V g, q ff £ Z 


e /， 


q f, l q’m 


0 


q m 


综上所述， / 形如 r ( ㈣ 2 ，/). 


§3 同态的应用 


知识要点： 

无零因子的含幺环的特征；整环的商域;环的直积；中国剩余定理及其在“秘 
密共享”中的 应用； 极大理想、素理想及其 关系； 主理想整环中的极大理想与非 
零素理想的一致性. 


2.3.1 .设只为无零因子环（未必有单位元）且满足 pr = 0, V r G i ?, 其中 p 

为素数.能否将 i ? 嵌到一个无零因子的含幺环 S 中，使得 S 的特征为 p ? 

证可以.令 S =丑 ㊉ Z p ， 按分量定义其加法，并定义乘法如下： 


(r i? A ： i)(r 2? k 2 ) = (rir 2 + k 2 n + k x r 2 , fcih). 


0, V r G i ?， 这个乘法的定义是合理的.则 S 对于上述加法和乘法作成 
有单位元的环，其单位元为 （0,1) ，并且 /( r ) = ( r ，0) 就给出 了丑到 S 的单同态. 


由于 


pr 
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根据定义容易看出 S 是无零因子环. 


2.3.2. 设 D 为整环， m 和 n 为互素的正整数， a , 6 G D . 如果=俨， 

a n = b n ，求证 a = b . 

证不妨设 a _ 0, 6 / 0. 因 （ m ， n ) = 1，故存在整数 s ， t 使得 ms + nt = 1. 

若 s 彡0,则 t 彡0.贝! J 


1 —nt 


a &( a n )— 亡 ^ abib 71 )- 1 = ab ms , 


bb ms = ba ms = ba 


从而 a — b . 若 s 彡0，同理可证. 


2.3.3. 设及 （i G /) 是一^个非空的环族， jR = Y \ 求证： 

(1) R 为含幺环 七今 每个成均为含幺环. 

(2) R 为交换环七今 每个及 均为交 换环. 

( 3 ) x = ( 而）是 i ? 中单位七今每个& 均为 Ri 中单位. 

⑷若 jR 为含幺环且 I 有限，则中理想4均形如 I 其中每个 

4是及中理想. 

证⑴ 一 (3) 由定义可直接证明. 

⑷设4是丑的理想.令 A = {而 e 苽丨存在4中的元，其属于苑的分 
量为心}，则人是苑的理想，且 A g 

i ^ i ) G [八•因 1 是有限集，故 : r = 其中而为第 i 个分量 


iei 


iei 


iei 


设 


iei 


为而，其余分量为 0 的元. 因而 e 八，故有叫 e 叫的第 i 个分量为而.贝 ! J 

Xi = eiai G A , 其中 q 为第 f 个分量为 1， 其余分量为 0 的元.由此 x e A . 这就 


n 八 


证明了 A 


iei 


S , Ri (i e I ) 均为环， = 


Ri{i e I ) 为正则投 

Rjt 


2.3.4. 


R 


7 Ti : 


iei 


M, ： s 

得对于每个 i e /，均有 

证对任 

满足要求.唯一性由 


R % {i e I ) 均是环的同态.求证存在唯一的环同态 S 


— ^Pi - 


S , 定义 p ( s ) 为]^[及中的兀，其第 i 个分量为外⑷.则 

即得. 

2.3.5. 设及 （i e I )均为环，求证： 

(1) ㊉ 苑= {( A ) eHR t \ 只有有限多个 xj 0} 是 J ] 及的子环 •㊉ ^ 

iei 

叫做环私 （i G J ) 的直和. 


s G 




iei 




iei 


iei 


iei 
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㊉ 风 


⑵设 S 为环，对于每个 Ri 


S 均为环同态，: Ri 

^ Ri —^ S , 使得 


- > 


iei 


是正则嵌入.则存在唯一的环同态 


^: 


外 u. 


iei 


证 （1) 直接验证. 

(2) 对任 

和).则^满足要求.唯一性由& 

(1) 若 J 为有限集，则由定义即知 ㊉ 厶=]^4 

i&I 

(2) 题 2.3.3 的结论对于直和均成立，其中第⑷小题中 J 是无限集也对 


^ 苑，定义= y 2^ Pi ( Xi ) (注意这是一^个有限 

即得. 


X 






iei 


iei 


H 


注 


2.3.6. 设 A ，…， J n 是环 i ? 的理想，并且 

(1) /i + • • • + / n = jR; 

(2) 对于每个 % (1 ^ i ^ n ), Ii Pl(/i + • • • + 1%~\ + + •. • + / n ) = ( O ). 

求证 i ? @ ij . 

2=1 

证首先，由题设可知只中任一元均可唯一地表达成 

n 

(尸1，…， ” n ) 就给出只到扫^厶的同构. 


其 


厂1 +…+ r 


r 




n ， 


^ rieli . l ^ i ^ n . 因此 


T f— > 




2.3.7. 环 i ? 中元 e 叫做幂等元，如果 e 2 = 

则称 e 为中心幕等兀. 

设丑是含么环， e 为只的中心幂等元. 求证： 

(1) 1- e 也是中心幂等元. 

(2) ei ? 和 （1 — e ) 尺 均是丑 的理想，并且 R ^ eRx { l ~~ e ) R . 

证由定义直接验证. 


如果 e 又属于环 jR 的中心， 


e . 


2.3.8.环/2中幕等兀 

Rn 都是含幺环,则下列两个条件 等价: 

( 1 ) R = R\ 

(2) R 具有两两正交的中心幂等元 

R = Ri (1 ^ ^ 77 ,). 

证由定义直接验证. 


称为正交的，如果 


设尽拓 ，••• 


已吻 = 0 — e2e\. 


己1， e 2 


x … x i ? n ; 


使得 


1丑，并且 


ei + • • • + e n = 


己1， …, e n ， 


6 o 


I 


2.3.9*. 设只是含幺交换环， P u …， Pm 为 R 的素理想而 A 为 R 的理想. 

如果4 g PiU -- U ^ m , 则必存在某个使得4 g 巧 • 

证 不妨设 Pi , … ， P m 互不包含，则 f]Pj g Vi (否则 A •• •乃 — Aw . 
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; C 门巧 [乃•因巧是素理想，故存在巧 g 乃 ， j 7^.). 因此存在 h e n 巧 


3^ 


3^ 


Vi ^ Pi , V i , 

iWSi A 2 Pi , Vi . 则存在 ai e A , ai ^ Pi , 1 ^ i ^ m , 于是 


ajXi [ 

^ ^ AU .*. UPm . 从而存在 k，l < k < m ， 使 r e F %. 因为 n e 巧 ， Vi 兴 A :， 故 

G Pk . 但 Pk 是素理想，则 ak e f % 或 n G f %. 矛盾！ ■ 


r 


2.3.10. 试证：含幺交换有限环尺的素理想 J 必是极大理想. 

证此时商环丑/了是有限整环，因此只/了是域，从而 Z 是极大理想. 


2.3.11 •设 P 是含幺交换环只的素理想，表，…，4是 i ? 的理想.如果 
f | a , jay p 必等于某个次. 


p = 




n Ai 


liE A \ - - - A n c 


R 因 P 是素理想，故存在人 g R 从而 


l^i^n 


Ai C P C Ai 7 SP P = Ai. 


2.3.12. 设 f •• R ― > S 是环的满同态 ， K = Ker /. 求证： 

(1) 若 P 是丑的素理想并且 P 2 K ， 则 /( P ) 也是 S 的素理想. 

(2) 若 Q 是 5" 的素理想，则 f ~ 1 { Q ) = {a e R \ f ( a ) e Q } 也是 jR 的素理想. 

(3) S 中素理想与中包含 K 的素理想是——对应的. 

将素理想改成极大理想，则以上三个论断也成立. 

证 由定义直接证明.注意到 S 的理想均形如 L / K , 其中 L 是丑的包含 
K 的理想. ■ 


2.3.13. 设了 是环只 的理想. 求证只 /7中素理想均可写成形式 P / I , 其中 P 
是只中素理想而且包含 J . 

将素理想改成极大理想则此论断也成立. 

证只/了 的任一理想形如 P / I , 其中 P 是只的包含 J 的理想.若 P/J 是素 
理想，考虑标准满同态 7T : R ― > R/L 注意到 tt-^P/I) = P . 由题 2.3.12(2) 知 
P 是素 理想. 

极大理想的情形可类似证明. ■ 


2.3.14. 设 m > 2. 试决定环 Z m = Z / mZ 的全部素理想和极大理想. 

解 Z 的极大理想和非零素理想同为鸿， p 为素数.因此由题 2.3.13 知 Z 
的素理想和极大理想为 pZ / mZ , 其中 p | m . 

2.3.15. 设环 i ? 的加法群同构于有理数加法群 ( Q ,+), 而乘法则定 义为以 
0, V a ， 6 e 兄求证丑没有素理想和极大 理想. 
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证 首先， R 的加法群的任一子群均为理想.因为 （ Q ，+) 没有极大子群，故 
R 没有极大理想. 设 I 是 R 的任一理想且 I /尽则丑 2 = 0 g J . 这表明 i ? 无 
素理想. ■ 


2.3.16 •⑴设只是含幺环，则只的极大理想均为素理想. 

( 2 ) 设只是主理想整环，则只的任一非零素理想均为极大理想. 

(3) 设 F 为域，试问中哪些理想是素理想和极大理想？ 

证 （1) 否则，设 M 是冗的极大理想且非素理想，则存在 i ? 的理想 A 
和 J 5 使得 A % M , B M , AB M . 于是 R = A + M = B + M , 从而 
r = r 2 = ^ A + 从)( 5 + M ) CAB + M QM , 与 M 參 R 相矛盾 • 

(2) 设 P =〈 p 〉 是 jR 的非零素 理想. 若 P g 〈 a 〉， 则 a I p ， 即^? = 0^，6£凡 
令 4 =〈 a 〉, J 5 = ⑻，则 AJ 5 =〈 a &〉= ( p ) = P . 由 P 是素理想知 J 5 Q 尸，即 p 丨6, 
即 b = pc^c e R - 于是 


p — acp , ac = 1， 


即 〈 a 〉= 凡这就证明了 P 是极大理想. 

( 3 )因是主理想整环，故由⑴和⑵易知 F [ x ] 的极大理想恰是 { p { x )), 
其中 〆 x ) 是 F [ a :] 中的不可约多项式. 

而 F [ x ] 的素理想为零理想，或 ( p ( x )), 其中 p ( x ) 是 F [ x ] 中的不可约多 


项式_ 


2.3,17. 试证： 有单位元的非零环 i ? 的任一真理想必包含于某一极大理想. 
特别地，丑有极大理想（从而有素理想). 

证 设 J 是 i ? 的真理想，令 S 是只 的包含 J 的真理想的集合，则 S 非空 
(起码 I 在 S 中)，则 S 对于通常的包含关系 Q 作成一个偏序集.设 T 是 S 的 
个链，则 |J J 也是尺的不含1的包含/的理想，因此它是这个链的一个上 

JGT 

界.从而由 Zorn 引理知 S 有极大元 M ， 这个极大元就是只的一个极大理想，并 
且包含 




因为零理想是只的真理想，故由上述结论即知尺有极大理想. 


§4各类整环 


知识要点： 

不可约元与素元及其 关系； 唯一因子分解整环 ( UFD ) 的定义;非 UFD 的例 
子; UFD 的等价 刻画； 主理想整环 （ PID ) 和 Euclid 整环 ( ED ). 

域是 ED ; ED 是 PID ; PID 是 UFD ; UFD 当然是整环.这些结论的逆均不 


成兑. 
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(1) 设只为整环.若⑼是 i ? 的非零极大理想，则 p 为不可约元. 

( 2 ) 设及 为主理想整环.若 p 为不可约元，则 〈 J 9〉 也是只的极大理想. 

证 （1) 首先，易知 p 7^ 0, p U ( R ). 设 c 是 p 的因子，则 〈 c 〉 ] ⑻•因⑼ 
是 i ? 的极大理想，故 〈 c 〉 =⑼或者 〈 c 〉 =尺，从而 c 与 p 相伴或者 c 是单位. 

( 2 )设 P 为不可约元 ，则⑼ #兄设 J 是包含⑼的 i ? 的理想且 I + ( p ). 
因只 为主理想整环，故有 ceR 使得/ = (c) d (p). 于是有 de R 使得 P = cd . 

因 J ¥ 〈 P 〉， 故 c 不与 p 相伴. 从而 c 是单位 ， BP I = K 这就证明了⑼是只的 
极大理想. ■ 


2.4.1. 


2.4.2 .设及为整环，则 p 为素元当且仅当⑼是只的非零素理想. 

证设 p 为素元，则0兴 （ p 〉 #兄设 J 和 J 是只的理想且 Q ⑼.若 
I i ( p ), j ^ ( p ), 贝! J 有 a 0 〈 p 〉，a e I b ^ ( p ), b e J , 使得 ab 6 ( p 〉 ，于是 p 丨 a 6. 

因 p 为素元，故 p 丨 a 或 p I 6. 这与 a 《 〈 p〉 v 6 《 ⑼相矛盾.这就证明了 〈 p 〉 是 
R 的素理想. 

反之，设⑼是丑的非零素理想，则 p / 0, p 《 [/ ㈤ .设 p 丨吨则 
〈 a 〉〈6〉 = 〈 a &〉[〈 p 〉 •因 ⑼是 i ? 的素理想，故⑷ g ⑼或者〈6〉 C ⑻，即 p | a 

或者 p | 6. ■ 


2 A 3. (1) 设 i ? 为整环•若 p 为素元，则 p 为不可约元. 

(2) 设丑为主理想整环•若 p 为不可约元，则 p 为素元 • 

证⑴若 p 为素兀，设 p = a &， 则 p | a 6. 故 p | a 或 p | 6. 若 p | a ， 则有 

ceR 使得 

证明了 P 是不可约元. 

⑶此时，由题2.4.1(2)知⑼是只的极大理想,从而是（非零）素理想（参 
见题 2.3.16(1)). 再由题 2.4.2 知 p 为 素元. 

以下给出这个结论的一个直接证明. 

若 P 为不可约元，设 p 丨 a 6, W cl 由题2.4.1(2)知 ⑻是尺 的极大理想，因 
ith ( p ) + ( a ) = jR •于是有 c，d 6 R 使得 1 = pc + ad ， 从而 b = pcb ~h abd . 由此可 

Mpjb. m 


于是 P = 即 6 是单位.同理，若 p j 6,则 a 是单位.这就 


a = pc 


2.4.4 .设 a 为主理想整环 D 中的非零元.求 证：若 a 为素元，则 D /( a ) 为 
域; 若 a 不是素元，则 D /( a ) 不是整环. 

证若 a 为素元，则 〈 a 〉 是素理想，从而 〈 a 〉 是极大理想（参见题2.3.16(2))， 
进而 D /{ a ) 为域. 

若 a 不是素元，则 〈 a 〉 不是素理想，从而 D /( a ) 有零因子. ■ 
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2.4.5. 设丑为整环， a ，& G 只― {0}， 

⑴若 a 为不可约元，则 6 也为不可约元. 
(2) 若 a 为素元，则6也为素元. 

证 由定义直接证明. 


6 ( 即 a 与6相伴). 求证: 


a 


rsj 


2.4.6. 设尺为 UFD ， a, b，c 为 R 中非零元. 求证: 

⑴ 〜 （ a ，&)[ a , 6]; 

(2) 若 a I 6 c ，（ a ，6) = 1，则 a 

证 由定义直接证明. 


c. 


2.4.7. 设 R 为 PID , 求证: 

⑴ 〈 a 〉 门 〈 6〉= ([a, &]); 并且 (a) f](b) = (a)(b) (a, 6) = 1. 

(2) 方程 ax + by ^ c ^ R 中有解 （ a ;， y ) 的充分条件是 （ M ) 丨 
证由定义直接证明. 

如果 D 为整环但不是域，则乃 ㈣ 不是主理想整环.特别地，不 


c. 


2.4.8. 
是 PID . 


证 设 d 是 D 中非零的不可逆元，则 (d,x) 不是主理想.否贝！ J ， 设 
〈/⑷〉.则由 d e (f(x)) 可知 /( x ) 是零次多项式，记为 c . 于是 


{d, x) = (c), c G D. 


再由 a ; e 〈 c 〉 可知 c 是 D 中可逆元，从而 (d,x) - D[x]. 于是存在 g(x),h{x) 

D [ xi 使得 


G 


1 = dg{x) + xh(x). 

因此 1 = _，其中仍是 〆 a ;) 的常数项.这与 d 不可逆相矛盾! 


2.4.9. 证明 Z [0 ] 是 ED ， 从而是 UFD . 而 Z [^=3 ] 不是 UFD . 

证 定义映射 p : Z [ y ^2 ] — N 0 为 p(a + by /^2) = a 2 + 26 2 •则 ip { a ) = 0 
当且仅当 a = 0; ( fi ( ap ) ^ ( p ( a )( p ( P ), V a , e Z [ y /^2 ] •设 a ，0 ^ e Z [ x /^2 ]. 

令 a (5 ~ l = x + y \ J —2 G Q [\/:2 ] •取 a ，6 e Z 使得 c = a : — a 和 d = y — b 满足 

l c l ^ ^ Ml < 4 .于是有 


(a + 6 a/— 2)/3 + r, 


a = 


其中 r = (c + dyf =2)(3 e Z [ V ^2], 并且 


ip(r) = (f{c + d\/^2)(fi(f3) = (c 2 + 2d 2 )(p(P) ^ 


P ⑼. 


4 + 4 
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由定义知 Z [ v ^ ] 是 ED _ 

注意 Z [^3 ] 中的单位恰为士 1.在 Z [ y /^3] 中有如下两种不可约分解： 

(1 + \/ — 3)(1 — \/一 3)， 

其中 2 , 1 土 均为 Z [ V ^] 中的 素元. 因为2与1 士 在 Z [ v ^ ] 中不 
相伴，故由定义知 Zfx /^3] 不是 UFD . ■ 


4 = 2.2 




2.4.10. 设是 PID , E 为整环，并且 D 是 E 的子环， a ， 6 e D - {0} •如 

果 d 是 a 和6在 D 中的最大公因子，证明 d 也是 a 和6在中的最大公因子, 

证因为 D 是 PID ， 则存在 x，y e D 使得 d 
公因子且^ G 五，则 W 由此即知 d 也是 a , b 在 E 中的最大公 因子. ■ 

2.4.11. 求50和19 + 9 i 在 Z [ i ] 中的最大公因子. 

解因 Z [ i ] 是 Euclid 整环，故其中两个元的最大公因子可用辗转相除法求 
得.令 p(a + M ) = a 2 + 6 2 , 我们有 


+ by . 设/是 a 和6的 


= ax 


50 =(2 — i )(19 + 9 i ) + 3 + i , ( p (3 + i ) < p (19 + 9 i )， 

( f (2) < ( f {3 + i ), 
p(l + i ) < #(2)， 


19 + 9 i =(6 + i )(3 + i ) + 2, 
3 + i =2 + (1 + i )， 

2 =(1 — i ) (1 + i ). 


所以 (50,19 + 9 i ) = 1 + i . 


2.4.12*. 设 a + M G Z [ i ]， 且 a 2 + 6 2 -： p，p 为素数，则 Z [ i]/(a + M ) ^ Z p . 

证 因 （ a ，6) = 1，故有整数 Z ， fc ， 使得 al + bk = 1. 于是 （a + bi)(k + / i )= 
(ak — bl ) + i . 这表明在 Z [ i]/(a + bi ) 中 i = 尸，其中 r G Z . 又因罗 = 0，故 

Z [ i]/(a + M )-{0,..* 


T }. 由此易知 Z [ i]/(a + 6 i )^ Z p . 


，P — 


§5 多项式环 


知识要点： 

虽然可以讨论一般环上的多项式环，但以下主要关心整环上的多项式环 • 

域上多项式的重根的 判定； Eisenstein 不可约性判 别法; Gauss 定理： UFD 上 

的多项式环仍是 UFD ; 域上一元多项式环是 ED ; 域上多元多项式环不是主理想 
整环. 


2.5.1. 试决定环 Z [ x ] 和的自同构群 • 

证 Va G Aut ( Z [ x ]), 0 a ( l ) = 1, 可推出 = id . 令 a ( x ) G Z [ x ] 的次数为 
因 a 是自同构,故存在 〆 x ) e Z [ x ] 使得 x = a ( g ( x )) = g ( a ( x )), 这迫使 n = l . 


n . 
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设 cr { x ) - - ax + 6, g { x ) 

从而 


+ 义 于是 x 二 c{qjX b^j d — cdx -\- cb d. ca ― 1, 
士 1 .于是 a ( f ( x )) = f(ax + 6), V /( x ) 6 Z[x . 

反之,给定任一 ( a ， b ), 其中 
Z [ x ] 的环自同构. 


=cx 


士1， 6 e Z •则 cr (a 6 ) : f ( x ) f(ax + 6) 是 


令 


0 


岭： Aut ( Z [ x ]) 


G M 2 ( Z ) 


士1， 6 G Z > , 


0 


a (cL,b) 


下证 4 是群同构•首先岭是定义合理的：若 A a ， 6) = 则 cr ( aj 6 )( x ) = a { c 4) ( x ). 

即 ax + b ~ cx + 从而 


， b = d •易证寸 是双射和群同态,从而是同构.因 


此 


0 


Aut ( Z [ x ]) 


a = 士1，6 G Z / . 


0 


类似地可证 Aut ( Q [ x ]) 


a G Q*， 6 G Q > . 


2.5.2. 如果 co , …， c n 是整环 D 中两两相异的 n + 1个兀, d 。, … , d n 是 D 

中任意 n + 1个元，求证： 

(1) 在 D [ x ] 中至多存在一个次数< n 的多项式 f ( x ), 使得 f { c i ) = d i (0^ 


i ^ n ). 


(2) 如果 D 为域，则⑴中所述的多项式是存在的. 

证 （1) 换言之，我们要 证明： 若有一个次数< n 的多项式 / Or ) 使得 

f { ci ) = 0, V 0彡 i 彡 n ， 贝 lj f { x ) = 0. 


设 /( x ) = [ aW 具有这种性质，贝 lj 


i =0 


4 •- c - 

c ? … cy 


Co 


ao 


ci 


a \ 


= 0 . 


c n c 


用欠代表这个系数矩阵，则 A 是 Vandermonde 矩阵•用⑷表示 A 的行列 

式，因 

diag {0|，| A |， …， | A |}， 于是 


两两相异，故14 + 0. 令是4的伴随矩阵，则 A*A 


Q )， …, c n 


A\ai = 0，= 0, 0 ^ i ^ n . 
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而（(2。， (2 i ， • • . ， (2 n ) — 0, f ~ 0- 

( 2 )由 （1) 的证明知，若 D 是域，则必存在唯一的次数不大于 n 的多项式 

n 

f ㈤ ，使得 AM =山 ， i = Q ， l , …， 71. 事实上，令/( X 卜其中 




i =0 


d f 0 


do 


d i 


d \ 


\= A 


d f n 


dn 


则 / Or ) 就是这样的多项式. 


2.5.3. 2 x + 2 在 Z [ x ] 和 Q [ x ] 中是否为不可约元? x 2 + 1在剛和 C [ x ] 中 
是否为不可约元？ 

证在 Z [ x ] 中，2$ + 2二 2 (x + 1)，且2与$ + 1均不是 Z [ x ] 中的单位，故 
2 x + 2 ^ Z [ x ] 中可约 • 但+ 2在 Q [ x ] 中不 可约. x 2 + 1是 R [ x ] 中不可约元， 

但在 ( C [: r ] 中可约. ■ 


2.5.4. 设 D 和 E 为整环， DCE , f ( x ) e D [ x ], c 是 /( x ) 在五中的一个 

根.利用形式微商确定根 c 的重数. 

是 /( x ) 的 m(m ^ 1) 重根，当且仅当/ ㈤ 的 
y ( m — i )( x ) 有根 c 且 m 次微商 /( m )( x ) 不以 c 为根 • 


1次形式微商 


证 


m — 


2.5.5. 设 F 是域， f ( x ) G F [ x ], 

并且根 Q 的重数为 i = 1，… 

m 

证此时 f ( x ) = n( x - Ci) Xi - g { x ), 由此即得. 


• , c m 是 /(X) 在 P 中两两相异的根， 


c l ， • • 

求证 Ai + • • • + A m ^ deg / • 


, m. 


2.5.6. 设/ = Y ^ u i x% e ^\ x \ 为首 1 多项式, P 为素数，以石表亦 a G Z 在环 

Z p - Z/pZ 之下的像，而令 J(x) = G Z p [ x ]. 求证： 


的自然同态 Z 

(1) 如果对某个素数 p ， 7⑷在 ^ v \ A 中不可约，则 /㈤ 在 z >] 中不可约. 

(2) 如果 /( x ) 不是 Z [ M 中首1多项式,试问 （1) 中的结论是否成立？ 

证 (1) 若在 Z ㈤ 中 f ( x ) = g ( x ) h ( x ), 其中 degg , deg h ^ 1, 则在 Z p [ x ] 中 
f ( x ) = g ( x ) h ( x ). ffi /( x ) 在 Z p [ x ] 中不可约，唯一的可能是 deg 歹或 deg h = 0. 

不妨设 degg = 0, 因此 〆 : r ) 的首项系数是 p 的倍数.从而/⑷的首项系数是 
的倍数，这与/( ㈡ 首1相矛盾. 

(2) 否. 例如 f ( x ) — 2 x 3 — 7 x 2 + x + 1 e Z [ x | .在 Z2 [: r ] 中 f ( x ) = x 2 + x + 1 

不可约，但 / ㈤ 在 Z [; r ] 中有分解 /( x ) = (2 x - 1)( 


- > 


V 


2 


3 x — 1). 


x 









环 论 


E ▲ 


2 
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注上述⑴给出了 Z [ x ] 中首1多项式不可约性的一个充分条件 • 

2 . 5 .7. 设 D 为 UFD ， F 为 D 的商域，/ ㈤ 为 D [ x ] 中首1多项式. 求证: 
/( x ) 在中的每个首1多项式因子必然属于 D [ x ), 

证设在 P [ x ] 中有 /㈤ = g ( x ) h ( x ), 其中 g ( x ), h ( x ) € F [ x ] 且均为首1的. 

将 〆 x ) 和 h ( x ) 分另 lj 写成 


9( x ) 


h ( x ) = -^― ， g ( x )， h { x ) G Z )[ x ], di , da 6 D 


9( x ) 


di ’ 


于是 ( hd 2 f ( x ) 二 •因 /( x ) 首 1，故 CW 2 /( x )) =心办，由 Gauss 引理 

知屯办 = C (列 x )) C (_))， 其中 C (/(: r )) 表示 /( x ) 的容量，即/ ㈤ 的各项系数 
的最大公因子•因趴 x ) 的首项系数为山，的首项系数为 d 2 ，从而 


C ( g ( x )) | d u C ( h ( x )) I d 2 . 


设屯二 C ( g ( x )) s , d 2 = C ( l ( x )) t ， 其中 s,t e D . 于是 stC { g { x )) C { h { x ))= 

C (歹⑷)⑷)，即 M = 1 .即 C ( g ( x )) ^ ch 相伴， Cfi ( x )) 与 d 2 相伴. 从而 

9 (工)， h ( x ) G D [ x \. ■ 


2.5.8. 设丑是含幺交换环， = E 


G i ?[ x ] •贝! ] / G f /(7?[ x ]) ao G 


CLiX 


i =0 


U ( R )， 并且 a ! ，…， a n 均是 i ? ㈤ 中的幂零元. 

证设 a。G U ( R ), 

的幂零元 ， i = 1，… 


均为 i ? [: r ] 中的幂零元•则叫/均为 i ?[ x ] 中 

n 

从而分⑷= EaW 为 i ?[ x ] 中的幂零元，即存在 f > 1 


a l ，…,〜 


, n. 


使得 g t ( x ) = 0. 于是 


a t ( a o + 咖 ))(4— 1 - 々 2 咖)+ …+ (-1 广 V - 丄⑷) 

(dQ 1 ) t (a t 0 + (―1 广工 〆(: r)) 


即 f ( x )= a 0 + g ( x ) eU ( R [ x \). 

反之，设 /( x ) = a 0 +aix + - - + a n x n e U ( R [ x }). 要证 a 0 e U ( R ) 

均为开 W 中的幂零元•对 n 用数学归纳法.易知 
数小于 n 的多项式都成立•由 /( x ) e u ( R [ x ]) 存在 〆 4二 J 2 bixi 使得 


，， • • • , CL n 


o 时成立.设结论对次 
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f ( x ) g ( x ) = 1. 于是 a 0 ,6 0 G U ( R ). 比较 x n+j 的系数有: 


= 0, 


a 


1 + ^n—l^m ~ 0, 


a 


+ a n — ibj+i + • • • + dn — m-^jbjfi — 0, j ^0, j 


m. 


a 


0,继续 


将第二式乘以 a n 得到 a ^ m _! = 0, 再将第三式乘以 a n 得到 a ^6 m 
下去，最后将最后一式乘以 a n 得到 a^ibj = 0. 于是 a ， 0 = 0•但& 0 G U ( R )， 


-2 — 


则，= 0. 于是 


0. 于是 ( a n x n ) m = 0•令 


故 


CLn X 


= c, 


a 


(/ ㈤ -°) Y 1 汽 x ) 


cr ⑷ 一 o 


c 


f m (x) 产 (X) 


i =0 


e U ( R [ x }). 从而由归纳 


1 次多项式 f ( x ) 


n—1 


P 


ao + MX + • • • + d n —iX 


n — 

假设知 


— c 




均幂零. 


W ， …, CL n ~l 


(Eisenstein 判别法的推广）设 /( x ) = ^ 

i =0 

) = 1. 如果存在素数 p 和整数 k (0< k ^ n ), 使得 

p \ a k , p \ai (0 彡 i 彡 / c — 1)， p 2 f a 0 , 

求证 /( x ) 在 Z [ x ] 中必存在次数 > / c 的不可约因子. 

在做本题之前，对 Eisenstein 判别法给出一个注记（虽然以下证明无需这个 
注记). Eisenstein 判别法有两种等价的表述. 

n 

定理 ：设 D 为 UFD , f ( x ) = faW 是 D [ x ] 中 n 次本原多项式（此处本 

的最大公因子为 It 若存在 D 中的不可约元 p 使得 


G Z [ x ], deg / = n , 


2.5.9*. 


aiX 


( ao , ai , ••• 




原是指 


ao ，… , 


2 


十 a 0, 




^n— 1 5 P 


p a 0 ， p a 1? 


则 /(: r ) 为 D [ x ] 中不可约多项式（从而也是中不可约多项式， F 为 D 的 


商域) • 


这个表述与教材中相同：未加假设 P 丨是因为这可从 /(： r ) 的本原性中 


推出 • 


定理： 设 V 为 UFD , f ( x ) ^ 是 D [ x ] 中 n 次多 项式. 若存在 D 中 

的不可约元 p 使得 


2=0 


2 


t a 0 


P 


a 


V 


P «o, P ai, 


a 
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则 /( x ) 为 P [ x ] 中不可约多项式， F 为 D 的商域. 

这个表述中未加本原性的假设，而加上 p 丨 a n . 因此 /( x ) 在有可能 


可约. 


例如 f ( x ) = 10 x 5 - 30 x 3 + 45 x 2 — 15 e Z [ x ], 取 p =： 3,则 /( x ) 在 Q [ x ] 中不 
可约•但 f ( x ) - 5(2 x 5 — 6 x 3 + 9 x 2 - 3) 在 Z [ x ] 中 可约. 

证对 n 用数学归纳法. 

次多项式 /( x ) 成立，其中 

若 /( x ) 在 Z [ x ] 中不可约，则 /( x ) 自身就是 /($) 的次数 n ^ k 的不可约 

因子.故以下设 /($) 在 Z [ x ] 中可约， /($) = g ( x ) h ( x ). 因为 （ a 0 ， 

故 deg ^( x ), deg / i ( x ) # 0•设 g ( x ) 二 6 0 + 6# + …+ b r x r ， b r 妾0, h { x ) = 

/ 0,则 r ， > 1， 

故 p I 或 p I c 0 . 不妨设 p I &0,则 p { c ◦且 P 2 十 h (这是因为 p 2 { a 0 ). 因 
( a o ， ai ， … ， a n ) = 1，故 (&()，〜，••• , 6 r ) = 1. 于是存在正整数 t，t ( r ， 使得 


1 时结论显然成立.假设结论对于满足条件的 


71 二 


r < n. 


r 


ai， …, a 


因为 a 。 二 boco, p I ao , 


c 0 + Cix H - h c s x s ， c s 


r + s = n. 


P \ fh (0 ^ i ^ — 1), p \ bt 


若 t < A : 且 /： < 5,贝 !j 


a t = btCQ + bt-iCi + ••• + b\Ct-\ + 6o c t- 


0 p 


V I h (0 彡 i t - 1), 故 p I b t c 0 . ffipf b t, p\ Co, 矛盾 • 
若 t < fc 且 / ： 〉 s ，则 


， 


btCo + bt~\Ci + ••• + bt~s c s- 


(H 




同理得到矛盾. 

若 t > A : 且 A : < 5,贝 ! J 


^o c k + b\Ck-i + • • • + bk-iCi + bkCQ. 


dk 




因 p I ~ (0 彡 i 彡 / c )， 故 p I a fc . 与 p 十的题设相 矛盾. 

若 t 〉/ c 且& >$，则 


o^k = bkCo + bk-ici H - h bk— s c s . 


同理得到矛盾. 

因此只能 t = k . 即有 r 次 [r < n) 多项式 〆 x ) = 6 0 + hx + • • • + b r x r G Z [ x ] ， 

( bo ，、 ，…， b r ) = 1， p I bi (0 ^ i ^ /c - 1), p \ b k , p 2 \ 6 0 . 由归纳假设即知， 
5( x ) 在 Z [ x ] 中存在次数 > 的不可约因子.从而结论得证. ■ 
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2 . 5 . 10 . 将 : r n — 1 (3 < n O 0 ) 在 ZM 中作素因子分解 . 

X 3 — 1 = (x — l)(x 2 + X + 1 ) 

一 1 = (X - l)(x + l)(x 2 + 1 )， 

— 1 = (X - l)(x 4 + X 3 + X 2 + X + 1 ), 

— 1 = (x — l)(x + l)(x 2 + X + l)(x 

(x — l)(x 6 + x 5 + x 4 + x 3 + x 2 + X + 1 ), 

-l = (x~ l){x + l)(x 2 + l)(x 4 + 1 )， 
x 9 — 1 = (x — l)(x 2 + X + l)(x 6 + x 3 + 1 )， 

(X — l)(x + l)(x 4 + x 3 + x 2 + x + l)(x 4 — x 3 + X 


4 




5 


X 


6 


2 


+ 1 ) 


X 


— X 


7 


- 1 


X 




8 




2 


10 


+ !)• 


- 1 


—X 


X 




+ x 3 + x 2 + X + 1. 因 


注⑴令 /㈤ 

/(-X) 在 Q [: r] 中不可约（应用 Eisenstein 判别法) ，故 f ( x ) 不 可约. 


X 3 + X 2 — X + 贝 1 J f ( — x ) 


4 


4 


X 


=X 




(2) x 6 + x 3 + 1是分圆多项式，因此在上不 可约. 关于分圆多项式在 

Z [ x ] 上不可约的证明可参见 [ FY ], p .144. 


2.5.11. ^ D 为整环， f ( x ) G D [ x ]^ c e D , g ( x ) = f(x + c ) G D [ x ]. 求证： 

(1) f ( x ) 在 D [ x ] 中本原 ㈡ g { x ) ^ D [ x ] 中本原. 

(2) /( x ) 在 D [ x ] 中不可约 ㈡ g ( x ) ft D [ x ] 中不可约. 

证⑴设 /⑷= a 0 + aix + a 2 x 2 + …+ a n x n ，因分 (: r ) = /($ + c ), 贝 [J 
g ( x ) = b 0 + bix + b 2 x 2 + ••• + b n x n , 其中 ~ +••• + (?) 

特别地， b n = a n . 设 d 二 （& o ， h ， … ， M ，则 d I a n - 又 d 

以此类推，便可得 d I a 0 . 从而 d I 

) •又 /( x ) = - c )， 故 （ a 0 ， 

)~ ( foo ? &1 5 ' ' * 从而得证. 


n-j 


d 打 c 


j = o , 1，… 

d I 6 n — i , 则 d I 

(&0, &1，…， & n ) I (知，。1， • • • 


a 


, n. 


n ， 


即 


ao, ai ， ••• 


， Gn ， 


( 2 n —1 ■ 


)I (6 o , 


CL \ 


a 


n 


n 


# ， b n ). 于是 ( ao , ai , -- 


5 


(2) 易证 • 


2.5.12. 设 i ? 为任意环，定义集合 


DO 


R [[ x \] = < ^ a n x n 


G i ?， 71 = 0,1，2, • • • >， 


a 


n 


n=0 


每个元 


叫做丑上关于: r 的形式幂级数.定义 


n 




n=0 


a n X n + b rtX n = + bn ) 


n 


X ， 


n 


C n X ， 
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a i bj 


其中 


= 0,1，2, • • • • 求证: 


c n = 


i+j=n 


(1) R [[ x ]) 对于上述加法和乘法形成环，叫做环 i ? 上关于: r 的形式幂级 


数环 • 


(2) 若丑有幺元1，则1也是 R [[ x }} 的幺元.若 E 为交换环，则 R [[ x ]\ 也是 


交换环. 


(3) 多项式环[: r ] 自然看成是 R [[ x }] 的 子环. 

OO 

( 4 ) 设丑是含幺交换环， /( x ) = ^ 


G i ? [[: r ]] •贝 ! J 




f ( x ) e U ( R [[ x ]]) ㈡ a 0 G U ( R ). 


(5) 若 a ◦在 i ? 中不可约，则 /( x ) 在 R [[ x \] 中不可约. 


证⑴一 ⑶直接验证. 
⑷设 /( x ) = L 


e i ?[[ x ]] •若 /( x ) e C /( i ?[[ x ]]) ,贝! J 显然 a 0 e U ( R ). 


a^nX 


反之，设 G U ( R ) •令 g ( x ) = [ b n x n , 其中 


bo^i 


O^nbo + Oj n —ibi + • • • + CL\b n —i 


bo = ag 1 ， &1 


， …， b n = 






ao 


a 0 


贝 ! J f ( x ) g ( x ) = l . 

(5) 设 a 0 在 i ? 中不可约•若/⑷在 R [[ x ]] 中可约，则/⑷二 g ( x ) h ( x ), 


其中 


g ( x ) = go + g\x H -， h ( x ) = h 0 + hix H - 


均非 R [[ x }} 中单位•由⑷知 g 0 , h 0 i U ( R ). 而 


goho , 从而 a 。 在 i ? 中可约. 


(2 0 = 


矛盾 • 


2.5.13 •设 F 是域， 求证： 

(1) 环 F [[ x }} 只有一个极大理想 M ， 并且 F [[ x ]} 中全部理想为 M " ( n 二 
◦，1, 2,…)，其中规定 M 。 = F [[ x }}. 并且当 n # m 时，# M ' 

(2) F [[ x ]} 为主理想整环，从而为 UFD . 

证 设 J 是 F [[ x }} 的任一非零理想且 J # P [[ x ]]， 则 J 不含 F [[ x }} 的单位. 
由题 2.5.12 ⑷知 J 中元的常数项必为0,从而 J G 〈: r 〉. 由此可知〈 X 〉是 F [[ x ]] 

的唯一极大理想. 

令 m ( x ) 是非零理想/中次数最低的尾1的形式幂级数注：形式幂级数 
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f { x ) = ^2 a n xU 的次数定义为 i ， 使得叫# 0, 

的次数 II 则 

1•设 /㈤ 


< *. 尾1是指若 /㈤ 


= 0, 


a 


n 


n 


1.) 则 J = ( m ( x )) • 事实上，设 m { x ) 

• • G J •令 g { x ) = 6 0 + 6 1： r + …， 其中 


mox L + mix t+1 + … 


(^t ~ 




5 


t 


a t x u + • 


mo = 




bo = a t , bi = a t+ i - boirii, •…， b n = a 奸 


— b n -imi —…一 bom n ^ …， 


n 


则 f ( x ) = m ( X ) g ( X ). 这就证明了 F [[ x }} 是主理想整环. 

设 J = ( m ( x )) 是非零理想， m ( x ) 


+ g ( x ), 则上述证 

明说明任一次数彡 t 的形式幂级数可被 m ( x ) 整除，从而 〆 x ) G /• 于是 x * e /， 

这表明 J = [ X % 令 M -： 〈 X 〉，则 F [[ x }} 的全部理想为 


x L + rriix t+1 + … 


x 






0, M, M 2 ，• • • 


M n ^{ x 1 % … 


+ 1是否为环 Z [: r ] 和 Z [[ x ]] 中单位？ x 2 + 3 x + 2 是否为 Z [ x ] 和 


2.5.14. 


x 


Z [[ x ]] 中不可约元? 


证 x + 1 ^ U { Z [ x \). 

由题 2.5.12 ⑷知 x + 1 e U { Z [[ x }}). 

x 2 + 3 x + 2 = (x + 2 )(x + 1)， 故 x 2 + 3 x + 2 在 Z [ x ] 中可约. 
由题 2.5.12(5) 知 x 2 + 3 x + 2在 Z [[ x \] 中不可约. 


设/(4是中奇次不可约多项式, a 和是 /(: r ) 在 Q 的某个 
扩域中两个不同的根.求证 a + p ^ Q . 

证 否则，设 a + /? G Q •令 〆 x ) = / 

则 g ( x ), h ( x ) e Q [ x ], K g ( x ) 也是 Q [ x ] 中不可约多 项式. 

设 / i ( x ) # 0•因 〆 : r ) 与 / i ( x ) 有公共根 

是次数> 1的 Q [ x ] 中的多项式.又 /($) 是奇次的，故 degh ( x ) < degg ( x ), 从而 
( h ( x ), g ( x )) 的次数小于 〆 x ) 的 次数. 这与 〆 x ) 在 Q [ x ] 中不可约相矛盾！ 

若 h ( x ) 二0,则 〆 : r ) = - g (- x ), 从而 〆 : r ) 不含 x 的偶次幕.于是 〆 x ) 有因 
子 x . 这又与 〆 : r ) 在 Q [ x ] 中不可约相矛盾！ ■ 


2.5.15*. 




， K x ) = g( x ) + g(-^)^ 


2 


+ /? 


，故最大公因子 ( h ( x ), g ( x )) 


a — 


2 


设 A : 是域， f ( xi , x 2 ) fn g ( x 1 , x 2 ) ^ k [ xi , x 2 ] 中两个互素的多项 
式. 求证在 / c 的任意扩域中 /( xi , x 2 ) 0和 g ( x 1 , x 2 ) = 0 均只有有限多公共解 

( x 1 , x 2 )- 


2.5.16*. 


证以 deg ! /表 7 K f ( xi , x 2 ) xi 的次数 • 不妨设 degi f 


彡 1, deg x ^ 

> 1, n > m . 令 f ( x 1 , x 2 ) = fo ( x 2 ) x ^ + …， g ( xi , x 2 ) = go { x 2 ) x 7 l l + ••• • 设 


n 






m 
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( a ， b ) 为 f ( x u x 2 ) = 0, g ( x u x 2 ) = 0 在 /e 的扩域 K 中的解.令 


HXX . X2 ) = go ( x 2 ) f ( xi , x 2 ) - fo ( x 2 ) g ( x 1 , x 2 ) x ^~ rn , 


degl / . 不祕设财賴（扇側用^ 


则 / i ( a ，6) = 0且 deg x h < 

来代替伽和 flO ■因仍，分互素，故 h ( xi , x 2 ) ^ g ( xi , x 2 ) 也互素. 


n 




9 


和 


(go ， g) 

首先说明不妨设 h ( xi , x 2 ) 7 ^ 0, 否则仍/ = fogx ?—' 不妨设 ( fo , go ) = 1， 于 


9 


9 


是 /o | /，仍丨仏从而在啦1，$2]中有 
与 g 的公因子•但 ( f , g ) = 1,故沒 

现在以 h ( x u x 2 ) 巧替 f ( x u x 2 ) 并毛复上述过号最后得到 f 零多项式 Mx 1? 

X2 ) 使得 deg x h = 0, h ( a ， b ) = 0 •于是 h ( xi ， X2 ) 二 h ( x2 ) 7^ 0, h ( b ) — 0. 从而具 
有有限多个这样的 6. 

同理可知也只有有限多个这样的 a . 从而结论得证. ■ 


,于是 一 e fchxd 是/ 


n—m 


=— x i 


fo 


9 o 


9 o 


于是结论已得证. 


= 50 - 





第 3 章域 论 


§1域的扩张 


知识要点： 

域论的方法之一是将域 K 看成其子域 F 的 扩域; 从而也将 K 看成域 F 上 

的线性空间，这个线性空间的维数记为: 由此得到域扩张次数的公式（俗 

称望远镜公式)：若有域扩张 E/K, K / F ， 则 [E:F] = [E: K][K : F], 

以下我们多在域扩张 K / F 的框架下研究 

首先要弄清素域（即没有真子域的域，或等价地，由单位元生成的域）的结 

构. 特征为0的素域同构于有理数域 Q ; 特征为 P ( P 为素数）的素域同构于剩 
余类环 Z p ; 任一域包含唯一的素域. 

设有域扩张 K / F ， 则 K 均可写成添加的形式 F(S), 其中 S 是 K 的某个子 
集， F(ST) 是 K 的包含 S 和 P 的最小子域. F(S) 的 构造； 研究 F(S) 在某种意 
义下可归结为研究 F 的单扩域 F ( u ). 

域 F 上的代数元 u 和 w 在 P 上的极小多项式的 定义； 域 P 上的超越元的 
定义.单扩域的结构. 

有限扩域与代数扩域及其关系. 


3.1.1. 设 K / F 为域的扩张， 求证： 

(1) 若[凡： F ] 是素数，则 K = F ( u ), 其中 u 是 K 中任一不属于 P 的元. 

(2) 若 M e K 是 F 上奇次代数元，则 F ( u ) = F { u 2 ). 

证⑴因 u 是 K 中任一不属于 P 的元，故 [ F ( u ) : F ] > 1. 由望远镜公式 
[ K : F ] = [ K : F ( u )][ F ( u ) : F ] 以及假设 [K : F ] 是素数，即知 [ F ( u ) : F ] = [K : 
F ], 从而 K = F ( u ). 

(2) 因 F ( u 2 ) 是 F ( u ) 的子域，故有望远镜公式 [ F ( u ) : F ] - [ F ( u ) : 

F(u 2 )][F(u 2 ) : F ].^ F(u) ^ F { u 2 ), jaO [ F ( u ) : F ( u 2 )] = [ F ( u 2 )( u ) : F ( u 2 )] = 2. 

但由题设 [ F ( u ) : F ] 是奇数，矛盾！ ■ 

3.1.2. 求元 a 在域 F 上的极小多项式,其中 

(1) a = \/2 + a /3, F = Q (\/6)； 

(2) a — y /2 + \/3, F — Q (\/2); 

(3) a = + \/3, F = Q . 

解⑴因 a 是二次多项式 x 2 - (5 + 2 V 6 ) 的根且 a 《 F ， 故 a 在域 F 上 
的极小多项式是 x 2 - (5 + 2一). 

(2) 同理， a 在域 F 上的极小多项式是 


2^2x - 1 . 
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(3) 有理数域上以 a 为根的次数最低的首1多项式为 
10 x 2 + 1是 a 在域 P 上的极小多项式. 


10x 2 + 1，即 


4 


X 


4 


X 


3.1.3. i ^ u 属于 P 的某个扩域，并且 ix 在 P 上代数.如果/⑷ 为 u 在 F 
上的极小多项式，则 /( x ) 必为 P [ x ] 中不可约多 项式. 反之，若 /( x ) 是中 
首1不可约多项式，并且 /(〃） = 0,则 /(: r ) 为 u 在 F 上的极小多项式. 

证由定义直接证明（后一结论利用中的带余除法). ■ 

3.1.4. 设 W 是域 F 的某扩域中的元，并且 
式.对于 m | n ， 求在域 F 上的极小多项式. 


是 ii 在 P 上的极小多项 


x — a 


xm — a. 


3.1.5 •设 K/F 为域的代数扩张， D 为整环并且 FCDCK, 求证 D 为域. 
证 V 0 # d e D ， 贝 ！ J d e 尺 ， d 是 F 上的代 数元. 因此 d- 1 6 F(d), 从而 


d^ 1 e D. 


3.1.6 .设 K/F 为域扩张 ， a e K . 若 a e F ( a m )， 

证 因 a G F ( a m ), 故存在 /( x ), g(x) G F[x] 使得 


〉 1 ，则 a 在 P 上代数 . 

non 

咖 m ) • 

项式 /i(:r) = xg(x rn ) - fix 771 ) G F[x] 的根 • 设 / ⑷和 〆 x) 的次数分别是 s 和*， 
则 /(x m ) 和 xg(x rn ) 的次数分别是 ms 和 + 1. 因为 m > 1, ms ^ mt + 1 ，从 
而 /i(:r) 是非零多项式 . 于是 a 在 P 上代数 . ■ 


m 


因此 a 是多 


a = 


3.1.7 •设1/是多项式: r 3 — 6$ 2 + 9 x + 3的一个实根. 
⑴求证 [ Q ⑻： Q ] = 3; 


(2) 将 ^ 4 ， (u + l )~\ (W — 6u + 8) - 1 表示成 1 ， 
证⑴由 


W 的 Q - 线性组合. 

6 x 2 + 9 x + 3在 Q 上不可约，即 [Q(u ) : 


从， 


判别法知 


3 


Eisenstein 


x 


Q ] = 3. 


(2) 由题设，有 


= 6vj^ — Qu — 3 ， 

= Qu 3 — 9u 2 ~ 3u = 6(Qu 2 — 9u ~ 3) — 9u 


3 


U 


4 


2 


2 


-3u = 27u^ - b7u - 18. 


u 


设 （ix + 1)- 1 = a + bu + ax 2 ， a， &， c e Q •贝 ！ J 

1 = (u + l)(a + bu + cu 2 ) = a + bu + cu 2 + au + bu 2 + 

+ ((2 + b)u + (6 + (3)从2 + c ( Qvj ^ 一 9^ — 3) 

(a — 3 c ) + (a + 6 — 9 c)u + (b + 7 c ) u 2 • 


3 


CU 


二 a 
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第二部分问题解答 


比较两边 U 的系数,得到线性方程组 


— 3 c — 1, 
a + 6 — 9 c — 0, 

6 + 7 c 二 0. 


a 


解得 （u + 1 广 1 = 5( u 2 — 7 u + 16). 

丄 <3 

同理，由待定系数法可算出 ( u 2 ^6 u + 8)- 1 -4(^ 2 -9 n + l ). 


35 


设 P 为素数，求扩张 Q ( e 2 ~ f)/qm Q ( e¥)/Q 的次数. 


3-1.8. 


27ri 


满足 x p ~ x + xP ~ 2 + ... + X + 1 = 0. 而 W 1 +， 


-2 


H - hx + 1 = 0 


e p 


是 Q [ x ] 中不可约多项式，故 [ Q ( e ^): Q ] 


= p — 

是 Q[X] 中不可约多项式 X 4 + 1 - 0 的根，故 [Q(e 宇): Q] - 4. 


27ri 


因 


e 8 


3.1.9. 设: r 是 Q 上的超越元 


/(x + 1) •求 [ Q ⑷： Q ⑻] • 

解 可以验证 x 在 Q ⑻上的极小多项式为 T 3 - uT — u . 从而 [ Q ( x ) : Q ( u )} = 

[ Q ( u )( x ) : Q ⑻]= 3. ■ 


3 


, U = X 


3.1.10 •⑴设 K / F 是域的扩张，求证 Af = {a G il ： | a 在 F 上代数 } 为 K 
的一个包含 F 的子域（称作 F 在 K 中的代数闭包). 

(2) 设 K / F 为域的扩张, K 是代数封闭域.则 （1) 中的域 M 是 F 的一个代 
数闭包（即 M 是代数封闭域且 M / F 是代数扩张). 

证⑴设 a ， 贝 ! la — /?, a (3 ~ l GF ( a ,/5). 而 F ( a ，/?) 是 F 的有限 

扩域,从而是 F 的代数扩域.于是 a -/?， a /3- 1 在 F 上代数，即 a - 久邱- 1 e M , 
即 Af 是 ii ： 的包含 P 的子域. 

(2) 首先 M 是代数封 闭域: 设 a 是 M 的某一扩域 Q 中的元且 a 在 Af 上 

代数•因 M / F 代数，故 a 在 _ F 上代数.可以认为 a 属于 K 的某一扩域（例如 

添加 K 的所有代数元于 F 上得到的域).因 K 是代数封闭域且 a 在 K 上代数， 
M aeK . 从而由定义 a eM . 

再由 M 的构造知 M / F 是代数扩张，即 M 是 F 的一个代数闭包. ■ 

3.1.11 •设 M / F 为域的扩张, M 中的元分别是 F 上的 m 次和 n 次代 

数元 .K = F ( u)，E 二 F ( v ). 求证： 

(1) [KE : F ] ^ 

(2) 如果 ( m ， n ) = 1，贝 ！ j [KE : F ] 

证 [KE : F ] = [ F ( u , v ) : F ] = [ F ( u )( v ) : F ( u )][ F ( u ) : F ] = m [ F { u )( v ) : 

其中7?/ = [ F ( u ) ㈤ ： F ( u )], n f ^ n . 


mn ; 


= mu . 


F ( u )]= 


mn ， 
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同理 [KE : F ) 


其中 m ， < m . 于是 n I [KE : F ] •因 （ n , m ) = 1，贝 ！ J 


=nm ， 


n I 77 /，艮 P 


n f . 即此时 [KE : F 


n = 


= mn . 


3.1.12. 试证： 关于域 尺 的以下四个命题是等 价的： 

( 1 ) K 为代数封 闭域； 

(2) K [ x ] 中每个次数 > 1 的多项式在 K [ x ] 中均可表示成一些一次多项式的 


乘积; 


(3) K [ x ] 中每个次数> 1 的多项式在 K 中均有根； 

⑷/⑷为 K [ x ] 中不可约元仁> deg /( x ) = 1. 

证由定义直接推证. 


3. L 13. 设 X = Q ( a ) 为 Q 的单扩张，其中 a 在 Q 上 代数. 求证| Ant ( K )\ 彡 


[K : Q 1. 

雩 _ 


证 W e Aut ( iq , 因 tx ( i ) = 1,故 ai Q 


id . 从而 Aut ( X ) — Aut ( X / Q ). 而 
只能将 a 送到/?，其中 G Q ( a ) 仍是 a 在 Q 上的极小多项式 /( x ) 的根.因 

此 | Aut ( X )| - /( x ) 在 Q ( a ) 中相异根的个数 < degf ( x ) = [K : Q ]. ■ 


(T 


3.1.14. 给出域扩张 K/F 的例子，使得 K = F ( u ， v ), u 和 i ； 均是 F 上超越 
元，但是 K 笋 F(x u x 2 ), 其中 F(x u x 2 ) 表示 F 上两个独立的不定元 
有理函 数域. 


的 


Xi , X 2 


解取 F ：= Q ， 尺= Q ( x , x ) 二 Q ( x ), X 是 Q 上的超越元，但 ii ： 荖 Q ( x u x 2 ). 
否则，设有域同构 cr : Q ( x ) —> Q ( xi ， X2 ), xi = a ( f ( x )), X2 = cr ( g ( x )), f ( x ), 
P ⑷ e QO ) •贝 ! J ( j|q = id , a = /( u ), x 2 = g { u ), 


cr(x) e Q(x 1 ,x 2 ). 令 


fc ( xi , x 2 ), g { u ) = h ( xi , X2 ) = g ( k ( xi , x 2 )). 于是 满足 Q ( xi )[ T ] 中的多 
项式 T — /1(以，：0.但 x 2 是 Q ( xi ) 上的超越元，由此推出 r 二 h ( x u T ). 于是 

X2 = h ( xi , X2 ) = g ( k ( xi , X2 ))^ 从而 k ( xi , x 2 ) — ax 2 + b . 从而 u = ax 2 + 6, a , 6 G Q . 

于是 


u 


f ( u ) = f ( ax 2 + b ). 矛盾! 


xi 




3.1.15. 如果 u 是 K 上关于文字 

))， 但是 u 朱 K , 求证 ul K 上超越. 

证若 u 在 ii ： 上代数,则存在 m ^ 1使得 


的有理函数（即 u G K ( x lr ^ ， 


X]_ 5 • • # 5 x n 


X 


从 + — 1 从 


+ • • • + + ^0 = 0 , (2^ G K , 2 ^ 0, 1, • • • 


1, ao 7^ 0 • 


, m — 


fM 


设 


/( x ), g ( x ) 均为系数在 


) 中的多项式，其中 （/( x ), 

g ( x )) = 1. 因 u 不妨设 deg /( x ) 与 degp ( x ) 不同时为零.于是 


U = 


5 ^71 — 1 


g { x n ) ’ 


On) + a 1 g rn ~ 1 ( x n ) f ( x n ) + …+ / m ( x n ) 二 0. 


aog 
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这样 fM | g { x n ), g { x n ) I f { x n ). 于是 { f ( x ), g { x )) = f ( x ), ( f ( x ), g ( x )) = g { pc ) 

从而 deg /( x ) 与 deg ^( x ) 同时 为零.矛盾. I 


3.1.16 •设 K 是域， z 是 X 上的超越元 ， u G K { x ), u i K . 求证: r 在域 
K { u ) 上代数. 

证 设 


/⑷ 


/( x ), g { x ) G K [ x \. 于是: r 是 K ( u )[ T ] 中非零多项式 
h ( T ) ••= ug ( T ) - /( T ) 的根（因 u _ 尺，故比较即 ( T ) 和 f ( T ) 关于 T 的最高次 

幂的系数就可看出 h ( T )^ O ), 即 z 在 K ( u ) 上 代数. ■ 


5 ㈤ ’ 


3.1. 17•设 E / F 是域的扩张，如果对每个元 aeE , a ^ F , a 在 F 上均是 

超越元，则称 E / F 为纯超越扩张.求证： 

(1) F (: r)/F 是纯超越 扩张. 

(2) 对于任意域扩张 E / F , 求证存在唯一的中间域使得 E / M 为纯超越 
扩张，而 M / F 为代数扩张. 

G F ( x ) 

出 z 在 F 上代数,矛盾.因此 F { x)/F 是纯代数超越扩张. 

⑵令 M = {m e E | m 在 F 上代数 }, 则 M 是 E 的子域 ， M 2 F 且 M/F 
是代数 扩张. 下证 E / M 是纯超越扩张. 设 a G a 《 M . 若 a 是 M 上的代数 
元,则由已知定理知 a 也是 F 上的代数元,从而由 M 的定义 aeM . 矛盾. ■ 

§2分裂域 


/㈤ 


/㈤ 


f ( x ) 


证⑴设 


•若 


在 P 上代数,则由定义容易推 


P ㈤ 


g ㈤ 


知识要点 


域 F 上多项式 / Or ) 在 F 上的分裂域的定义、存在性与意义（从此，可保证 
/( x ) 在 F 的扩域中“全部”根的存在性.而研究 F 上多项式的根的状况是研究 
F 的基本内容和方法). 

域 F 上多项式/⑷有重根当且仅当 ( f ( x ), f ( x )) ^ 1,其中 /’( rc ) 是 /( x ) 

的形式导数•若 /(X) 在 F 上不可约，则 (/(X), f ( x )) ^ 1当且仅当 f \ x ) = 0 ( 这 

只能在 charF = p >0 时发生)，当且仅当存在 g ( x ) G 使得 /( x ) = 〆 #)• 

域 F 上正次数多项式 / Or ) 称为 F 上的可分多项式，如果 / Or ) 在中 
的不可约因子均无重根. 

同构延拓 定理： 设^ P 


F ， 是域同构， /( x ) 是中的正次数多项式， 
E 和#分别是 /( x ) 在 F 上和厂 ( x ) 在 P 上的分裂域.则 a 可延拓成域同构 

E f - 这种延拓的个数 m 满足1 < m < : F ]; 进而，若/ ㈤ 是 F 上的可 

分多项式，则 m 二闽： (注： 事实上， 

分多项式.参见题 3.6.7). 


E 


[ E : F ] 当且仅当 /( x ) 是 P 上的可 
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同构延拓定理是一条基本定理，具有重要的 应用： 例如，由此可推出分裂域的 
唯一性;亦可得到域 P 上多项式 /( x ) 在 P 上的分裂域五的 Galois 群 Gsl ( E / F ) 

的阶的估计： \ Gsl ( E / F )\ ^[ E : F ]- 进而，若 /( x ) 是 F 上的可分多项式,则取等 
号（事实上， 


\ Gal ( E / F )\ = [ E : F ] 

当且仅当 /( x ) 是 F 上的可分多项式.参见上注). 

n 次本原单位根. 


写出二元域 Z 2 = Z /2 Z 上一个二次不可约多项式 / Or ) •将 /( x ) 的 
个根添加到 Z 2 中，写出域 Z 2 ( u ) 的全部元以及它们的加法表和乘法表. 

解 Z2 上唯一的二次不可约多项式为 f(x) = X 2 +X+l.Z 2 (u) — {0, 1,U 7 U + 

1}. Z 2 ( u ) 的全部元的加法表和乘法表 如下： 


3.2.1. 




0 


u +1 


u +1 


0 


0 


u +1 


U+1 

1 


0 u +1 

u +1 0 


U+1 


U+1 U+1 


U+1 U+1 


0 


3.2.2 .设 /(X) 是 K [ x ] 中多项式， degf ( x ) 

域尽使得 [ E : K ]^ n !, 并且/⑷在 E ( x ) 中分解成 n 个一次多项式之积. 

证 /( x ) 在 K 上的分裂域 E 有此性质. 


^ 1. 求证存在 K 的某个扩 


3.2.3*. ⑴设 n 是正整数，域 P 的特征为零或与 n 互素.则多项式？ 
F [ x ] 在 K 中的根集 G 是 n 阶循环群，其中 K 是 
一扩域. 


1 


1在 F 上的分裂域的任 




G 的生成元称为 n 次本原单位根.换言之，当 F 的特征为零或与 n 互素 ， F 
的某一扩域含有 n 次本原单位根. 

(2) 域的乘法群的任一有限子群均是循环群. 

证 （1) 因为 F 的特征为零或与 n 互素，故多项式 
从而 G 是 iT 的 n 阶子群.设 

^ ^ 1,1 ^ i ^ m . 因 n 与 F 的特征互素,故方程 


1 G F [ x ] 无重根. 

， Pl , …， Pm 是互不相同的素数， 

— 1 ：= 0在 K 中恰有^个 


Pi 


n /(p T t l ) 


两两不同的解，故在 G 中存在〜使得# 1.令~ 

M : 

阶循环群. 


，则❸二 a 卜 

r #1，因此~的阶为 P ?， 于是的阶为 n ， 故 G 是 
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⑵设 G 是域 F 的乘法群 F * 的任一 n (n < oo ) 阶子群.贝 lj 
故 G 中元均是 x n ~ leF [ x ] 的根.从而 n 与域 F 的特征互素（否则 x n - l^(±F 
中有重根，从而在 F 中的不同根的个数小于 n . 矛盾!) . 于是 G 恰是 
的根集.由⑴知 G 是循环群. 


n 


= 1, a & G , 


a 


1 G F[x 


n 


X 




3.2.4. i ^ F 是特征不为 2 的域，求证 F 的每个二次扩张均有形式 F ( Vd ), 
deF . 如果 charF -2, 结论是否成立？ 


证设 E / F 是二次扩张，则 E = F ( r ), r 名 F . 设 r 在 F 上的极小多项式为 

4 a 2 — b 


b — 4： a 2 


/( r ) = a : 2 + ax + 6, 则 r+g 在上的极小多项式为 x 2 + 


• 令 d 


2 


4 


4 


2 


( r + 誉) ，其中 ( r + i ) 


则 E 二 F ( r ) = F 

若 charF = 2, 则上述结论不 成立. 例如,设以是 x 2 + x+l € Z 2 [ x ] 在其分裂 

域中的一个根，则 Z 2 ⑷是 Z 2 的二次扩张，但 Z 2 ( u ) 不能写成 Z 2 ( Vd ), deZ 2 
的形式.事实上 Z 2 ( Vd ) = Z 2 , VdeZ 


F ( r ) = F ( Vd ). 


d . 因此 E 




___ 


2 - 


3.2.5. i ^ F 为域， ceF , p 为素数. 求证： c 在 F [ x ] 中不可约 ㈡ x p 
在 F 中无根. 


— C 


证=>：若#- C 在 F 中有根％则在中有# 

BP : r p — c 在 F [ x ] 中可约. 

<=：令 M 是# - 0在_^的某一扩域 E 中的一个根,则在中 xP 


= (x — u ) 


= x p — u p 


p 


— c 


— c = 

( x ~ u ) P . 若 # — c 在 F [ x ] 中可约，则 （: r -< 是中的多项式，其中 
于是 tue F . o^te F . 故 M e F ， 即 : rP — C 在 F 中有根. ■ 


3.2.6*. 设 F 是特征 p 域， p 为素数 , c e F . 
(1) 求证： 


在 F [ x ] 中不可约 xP 


在 F 中无根. 


—x — c 


—x — c 


(2) 如果 charF 二0, 试问⑴ 中结论是否仍旧成立? 
证⑴ 々：若 x p 


在 F 中有根 a ， 则在 F [ x ] 中 


— X — C 


x p — 


x p — X 


x — c 


— c 


，其中 


(x — a) 


x v - 


G Fix • 

• ■ 


x — c 




X —— OL 


X —— Oi 


这与 


在 F ㈤ 中不可约相矛盾. 

在 F 的某一扩域 E 中的一个根，则 U.U + 1, 


V 


— X — C 

<=\ 设 u 是 x p — 

是其全部根.因此，若 
中有 t 个一次多项式之积在中，其中 1 < p •这 t 个一次多项式之积的 

次高项系数在 F 中，从而 tu & F . 但¥ 0,故 M e F ， 即# 


, u + p-l 

在 F [ x ] 中可约，贝 ! J x — u , X —( n +1), •. • ， x —( u + p — l ) 


x—c 


m m 


V 


x ^— x—c 


在 F 中有 


-x — c 


根 


u . 


(2) 如果 char_F = 0,⑴中结论一般不再成立 • 例如 

+ 3)( x 3 — x 2 ~2 x + 5) G Q [ x ]. 


5 


x + 15 = ( x 2 + 


， ^ 




X 








域 论 


3 
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3 2.7*. 设 P 为域 ，五是 F [ x ] 中 n 次多项式/⑷在 F 上的分裂域.求证 

[E:F] n !. 

证对 n 用数学归纳法.分两种情况考虑. 

若 /( x ) 是 F [ x ] 中不可约多项式，: r ； L 是 /( t ) 的一个根，则 


[E ： F]=,[E: F(x l )][F(x 1 ):F]=n[E: F( Xl )}. 


而丑恰是在 F ( Xl ) 上的分裂域，因此由归纳假设知问： F ( Xl )} |( n - l )!. 

X — X\ 

于是[丑： F ] | n !. 

若 f (4 = g ( x ) h ( x ), g ( x ), h ( x ) G F [ x ], g { x ) 的次数 m 和 / i ( x ) 的次数均 

不小于 1 .令 K 为 g ( x ) 在 F 上的分裂域,则£；为 / i ( x ) 在 K 上的分裂域.因此 

由归纳假设知 [ E : F ] = [ E : K ] [K : F ] |(n — m )\ m \ \ n \. ■ 

3.2.8 . 设 E 为 

Gal(E/Q). 


8 


1在 Q 上的分 裂域. 求 [E : Q ]， 并决定 Galois 群 


因为 


8 


(x - l)(x + l)(x 2 + l)(x 4 + 1), 


-1 




故 E = Q ( i ， \/2),从而[五： Q ] = 4. 因 X 8 — 1 e Q [ x ] 无重根，故 \Gsl(E/F)\ 
且 Gsl(E/F) = {a 0 = id , (71,0*2,0*3} = K 4 (Klein 四元群)，其中 

V % i 


= 4 


: V 2 


cri 


扎 i 


i ; a 2 : \/2 


: v /2 


V % i 


- 1 ； CF3 : 


§3 有限域的结构 


知识要点： 

由于有限域在理论和应用上的重要性，我们分三节详细讨论. 


有限域的结构定理：有限域 F 的特征为素数 p ; 它是素域 Z p 上的 n (n < oo ) 
维线性空间，从而 FI 


； F 的加法群是 n 个 p 阶循环群的 直和； 其乘法群是 
P n -1 阶循环群，从而 F 是 Z p 的单扩域 Z p ( u ), 其中 u 是 Z p 上的 n 次代数 
元;^恰是多项式# 


=P 


e Z p [ x ] 的严个根作成的集合，又恰为 X e Z p [ x ] 
在 Z p 上的分 裂域； 从而泸元域总存在，且在同构意义下唯一.圹元域 F 的自 

同构群恰为 Galois 群 Gal ( F / Z p ): 它是由 Frobenius 自同构 

循环群. 


—X 


aP 生成的 n 阶 


有限域的具体构造：构造一个圹元域，只要而且必须找到 Z p 上的一个 
次（首1 ) 不可约多项式 f ( x ) ; 然后取其一个根 u , 就得到（唯一的）泸元域 

M u ) (于是， f 的加法和乘法结构便自然地 确定. 例如，其乘法由/⑷ = 0 


n 


F = 


决定) • 
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有限域的子域: p n 兀域的全部子域为兀域，其中 m 取遍 n 的正因子.特 
别地，扩元域只有唯一的 p 7 " 元子域：这里的唯一性是指集合意义下的. 

Wedderburn 定理：有限体是域. 

以下用 A 表示 g 元域，用 G 表示％的乘法群 G - {0}, 其中 g 为素数 
的幕 • 特别地, F p = Z p . 


P 


3 . 3 . 1 . (1) 列出 Z 2 上全部次数小于5的不可约多 项式. - 

(2) 列出 Z 3 上全部二次不可约多 项式. 

解⑴ Z2 [ X ] 中次数小于5的不可约多项式为 z，x + 1, x 2 + x + l , x 3 + x + l , 

x 3 + x 2 + 1, x 4 + x 3 + x 2 + X + 1 , x 4 + X + 1, X 4 + x 3 + 1. 

(2) Z 3 [ x ] 中二次不可约多项式为 x 2 + l ， x 2 + x + 2， x 2 +2 x + 2，2 x 2 + 2, 

2 x 2 + 2 x + 1， 2 x ^ x \ , ■ 


3.3.2. 构作一个 8 元域，并指出它的加法法则和乘法法则. 

令 U 是 Z2[X] 中三次不可约多项式 X 3 + X + 1的一个根，则 Z2(M) 是 8 


m 


元域: 


^ 2 (^) — {a + bu + cu 2 | a , 6, c G Z2 } 

={ 0 , 1 


2 


7 


, U, U + 1 = u 3 , 


= U 


U 


, u 2 + U + 1 = n 5 }, 


6 


4 


2 


2 


U + U = U 


这个表达给出了 Z 2 ( n ) 的乘法法则，它由^ + 1确定；其加法按（以+ 

biu + c \ u 2 ) + ( a 2 + b 2 u + C2 从 2 )二（❼ + a 2 ) + (h + b 2 )u + (ci + C2 ) u 2 运算，其中 

h，Ci G Z 2 ,i = 1,2. ■ 


5 


3.3.3. 给出 9 元域 Z 3 ⑻和 9 元域 Z 3 ( v ) 之间的一个同构，其中 u 和1；分 
别是 z 3 [ x ] 中多项式 x 2 + l 和 x 2 + x + 2 的根. 


因 


{y + 2 )^ + 1 — 

故+ 2在 Z 3 上的极小多项式也是: r 2 + 1. 从而有域同构 


2 


+ r + 2 = 0, 


/ : Z 3 ( u ) ―» Z 3 (v + 2) = Z 3 ( v ), 


其中/⑷ 


V a e Z 3 , f { u ) — v + 2. 

注意： 因 w 和 r 在 Z 3 上的极小多项式不同,所以不存在域同构 P : z 3 ( u ) 
Z 3 ( v ) 使 得咖） 


a , 




V. 
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3.3.4. (1) p n 元 域 F = Z p ( u ) 中的 w 是否一定是乘法循环群 F * 的生成元? 

( 2 )右 n 和 2 n — 1均是素数， 2 n 兀域 Z 2( u ) 中的兀 u 是否一^定是其乘法循 
环群的生成元？ 


(1) 未必. 例如，令 u 是 X 2 + 1 e Z 3 [ x ] 的一个根，则 u 4 = ( U 2 ) 2 
(-1) 2 == 1•故 M 不是9元域 Z 3 ( u ) 乘法群的生成元. 

(2) 一 定是： 因为此时乘法群 (z 2 ( u )y 是素数阶循环群,故其任一非单位元 

的元均是生成元.因 U # 1,从而 U 是生成元. ■ 




A [ X ] 中 n 次首1不可约多项式/( X )称为 F q [ x ] 中的 n 次本原多项 
式（注意：这里的本原和 2.5 节中本原的意义完全不同)，如果 /&) 的某一根 
是域 F q { u ) 的乘法循环群的生成元. 

(1) 证明 x 4 + x + 1为 Z 2 [ x ] 中本原多项式. 

(2) 列出 I 6 元域 Z 2 ㈦ 中（唯一的 ） 4元子域 F 4 的全部元，这里 u 是: r 4 
+ 1 G Z 2[ x ] 的 一^个根. 

(3) 求出 u 在4元域上的极小多项式. 


3.3.5. 


U 


X 


证 ⑴设以是 x 4 + x + l 的一^个根.显然 u , u 2 , u 3 均不是1, 

u 3 + u 2 7 ^ 1, 

+ u + 1 7^ 1, 


4 _ 


从+1 _ 1， 


U 


5 


2 


6 _ 


7 


3 


+ U # 1， 


8 


2 


9 — 


+ U +1 7^ 1, 

u 3 + u 2 + u ^ 1, 


+ 1^1, 

U 3 +U 2 +U+ly^ 1, 

1. 因此， U 是 Z 2 ( u ) 的乘法群的 


U = U 


U 


U' = U 


U = U 


U 


3 


10 


2 


11 — 


+ U 7^ 1? 

u 3 + u 2 + 1 7^ 1, 


12 — 


U 


U 


= U 


U 


U 


13 _ 


14 


u 3 + 1 7^ 1, 


15 


U 


U 


U 






生成元. 


(2) F 4 = {0, 1, u 5 , u 10 } 

(3) x vP G [ x ]. 


3.3.6. (1) 证明 x 4 + x 3 + P + x + 1 为 Z 2 [ x ] 中不可约多项式但不是本原多 


项式 • 


(2) 令 M 为 X 4 + # + X 2 + X + 1 e Z 2 ㈤ 的一个根，试问巧6二 Z 2 ( u ) 中哪些 
元是 F 16 的乘法群的生成元？ 

证 ⑴设 u 4 + U 3 + u 2 rf M + 1 = 0,则 M 5 = 1. 因此 u 4 + U 3 + U 2 + U + 1 不 

是本原多项式. 

(2) F 16 的乘法生成元有 vp (15) = 8个,它们是 


u+1 ， u 2 + u, 


2 


+ 1, n 2 + u + 1, + n 3 + u , u 3 + u +1, u 3 + u 2 + 


u 


u . 


3.3.7 . 设 F 为 q 元域， q = p n ,p 为素数，丑是 Aut ( F ) 的 m 阶子群， K 
{aeF \ 对每个 ae H , a ( a ) = a }. 求证： 







第二部分问题解答 


• 142 • 


(1) m | n ; 

( 2 ) K 是 F 中唯一的 p n / m 元子域. 

证⑴因 Aut ( F ) 是 n 阶群， H 是 Aut (_ F ) 的 m 阶子群，故由 Lagrange 

定理知 m | 

(2) 因 Aut ( F ) = ( a ) 是 n 阶循环群，其中⑦⑷ =< Va G 兄故 Aut ( F ) 的 
阶子群只有一个，即丑二 (^). 因此由 K 的定义知 


n . 


m 


K^{aeF \ a p 


=a 


因此 K 是 F 的元子域,从而是 F 的唯一 元子域. 


3.3.8. > fciIE : 

(1) F p n D Fp 

(2) 设 2 Fpm ， 令 " G 二 & Allt (_ F ^ n ) I 对每个 (2 G Fpm , ( 7 (( 2 ) = 6 l }， 则 

G 是 n / m 阶循环群 • 

证 （1) 若 m I n ， 则 

之,是 F p * n 的子群，因此 （ p m - 1) I ( p n - 1) .令 

p n — 1 

迫使 r = 0, 即 m I 

(2) 首先易证 G 是 Aut ( F p n ) 的子群•而 Aut ( Fpn ) ：=〈 cr 〉 是 n 阶循环群，其 

中 a ( a ) =必 Va e 我们断言 G 二〈，〉，从而 G 为，阶循环群 • 

事实上，恰是 M 
G 二 »， i | m，t 笋 m •则 〆 

矛盾. 


的根均为 xP 


的根，从而 Fpm G _Fpn . 反 

+ r ， 0彡 r < m , 则 

p lm p r - p r + p r - l = p r ( p lm - l )+ p r ~ l . 于是 ( p m - 1) I ( p r - 1). 这 


— x 


一 X 


n — 




n . 


m 


的 p m 个根，故 〈 tr m 〉 ^ G . 棄 G ♦ 〈，〉，贝！ J 

V (2 G Fpm ? 从而 Fpm C Fpt . 与 t 


— X 


< m 


a 


3.3.9. 求证： 代数封闭域必是无限域. 

证否则，设 F 是严元代数封闭域，则 F 是多项式# 
集合.另一方面，设 E 是 F 上多项式# 


的 p n 个根的 
在 F 上的分裂域,其中 m > n . 令 

1次本原单位根，则 a ; e E 是 F 上的代数元.从而由代数封闭域的定 


—X 


是 P 


00 


1. 这与 U ； 是 p m - 1次本原单位根不合. 


义知 ujeF , 于是 


-1 


3.3.10*. 求证 ：域 F 是有限域当且仅当 p 的乘法群 F * 是循环群. 

证熟知有限域的乘法群是循环群.反之，设=〈〃〉是循环群，则 F * 必 
是有限循环群, 从而 F 是有限域.否则， P 中任一元 a (a ^ 1) 的乘法阶必为无 
限•但（一 I ) 2 = 1，故 F 的特征为 2. 因 u + 1笋0,故 u + 1 G F * =⑻，于是 
u + 1 = Z ， 即 u 是 F 的素域 Z 2 上的代数元.从而 P = Z 2 ( u ) 是有限域.矛盾! 
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3.3.11*. 设 a ，6 eF 2 n，n 是奇数 • 若 a 2 + 沪 + a6 = 0 ,贝 |j 
证设 F 2 n = Z 2 ( u ), 其中 u 是循环群 F 2 * n 的生成元.设 a 2 + b 2 + ab = 0, 


6 = 0 . 


a = 


并假设 a ， 6之一^不为零,则由题设6^0笋6,且从而 a = u l , b = i ^ 

1. 由 a 2 + 6 2 + a 6 = 0 即可推岀存在 i 使得以 + 


t 


j , 1 ^ ij ^ 2 

其中 1 < * < 2 

7^ 1). 于是 


n 


+ 1 二 0, 

1. 这表明 V 在 Z 2 上的极小多项式为 x 2 +x + l (这是因为 


u 


U 


[ Z 2 ( u ) : Z 2 ] — [ Z 2 ( u ) : Z2 ( u 1 )][ Z 2( u 1 ) : Z 2 ] = 2[ Z 2 ( u ) : Z 2 ( u t )]. 


n — 


这与 n 是奇数相矛盾! 


3.3.12* •设 F 是有限域， a , 6 G F *. 求证：对每个 c G F , 方程 
在域 F 中均有解 ( x , y ). 

特别地,有限域的任意元均可写成两个元的平方和. 

证即要证对任一 a G F * fP 6 G F , 方程 P + ay 2 = 6 在 _F 中均有解（: r ， ?/). 
设 char F 二2, F * = 〈 u 〉， 且不妨设 b = i / •若 i 是偶数，方程: r 2 +⑽ 

在 F 中有解 （ u *,0) .若 i 是奇数,方程 x 2 +叩 2 = 6在 F 中有解 （ 

下设 charF = p ^ 2. 若结论不成立，即存在 a G 和 6 e F 使得 


2 


2 


= C 


2 


, 0 ). 


2 


U 


2 


X 


b - ay 2 在 F 中无解.令 ^ = { x 2 \ x e F }, Q 2 = {b - ay 2 \ y e F }. 

首先计算 Pi |. 设 F = {0 

|F| —1 


F\-l 


2 


}. 注意到 | F | - 1 是偶数，故 


, u ， ir ， …, u 


= {o^ u 2i 11 彡 i 彡 


由此知 


_ 


2 


F| — 1 




2 


又因为 x 2 h -> 6 


2 


给出了 h 到的一^个一^一^映射，因此 


— ax 


F\-l 


^^2 — 1 


2 


从而 | F | ^ 2( ^1 + 1 


2 


在 F 中无解说明 


2 


而 


= 0. 


X 


— ay 


2 


| F | + 1. 矛盾. 


3.3.13*. 设 F 二 F q , ( n ， g ) = 1，五为: r n — 1在 F 上的分 裂域.求证： [仏 F ] 

是满足 n \( q k - l ) 的最小正整数 fc . 

证设 [E : F ] = fc ，则 |五| = | F| fc = | E *| ：= g 

1 无重根，从而 

个生成兀，则五 = F ( tv ) ， co G E ' 从而 n \( q k — 1). 


1•因 ( n ， q ) = 1，故 

1的 n 个根作成 n 阶循环群.设 u ; 是这个循环群的一 


k 




n 


X 


X 
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S 


设 n |( g s — 1)，贝 !] cj 

^k = [ E : F }^ [ F qS : F ] 


1，从而 CJ G FgS • 又 F = Fq & FqS ，故五 [Fgs • 于 

即[五： F ] 是满足 n \( q k -~ l ) 的最小正 整数. ■ 


q 


= 5 , 


3.3.14*. 设 ceF 

(1) 方程 

⑵若 

(3) F ； 中恰有 


为正整数.则 

在 F q 中有解当且仅当 c (二 ， m ) = 1. 
在 F q 中有解，它恰有 （g - l , m ) 个解. 

个元 c ， 使得方程 


氺 


, m 


q 


x = c 


x m = c 


Q — 1 

{Q - l , m ) 

⑷ Fg 中任一元均是 Fg 中某一元的 m 次幕当且仅当 （g - l ， m ) = 1. 

证 ⑴若 ueFq 是 


在 F g 中有解. 


X m — C 


的解，则 


X = C 


Q - 1 

C (q-i^) 


Q — 1 

g - 1 

[q — 1 ，叫 ’ [q — i，_ 


(u 


反之，设 Q(q-l,m) = 1 .因 

9-1 

(q ~ l,m) ]q - l ， m) 

.则由 1 

(q — l ， m ). 从而 


m 


二1，故存在 〖, tez 使得 


m 


1，从而 


另一^方面,设 w 是 g 的生成兀, 

q — 1 

(q — l ， m )_ 


+ t 


C (g-i ， m) 


=C. 


可知 {q ~ i ) I 


于是有 〆 e z 使 


s 


= ch -1 ， 771 ) = U ( g - 1 ^) 


c = u 


s 


得 


s 二 s 


( u ts ) m = ( u ts ㈠ - i ， m )) 


(g-l ， m) 


(g —l ， m) 


=C ， 


=c 


即 〆 是 


的解. 


X 771 = c 


(2) 设 i ; 是 


在中的一个解，则方程 


成为 0 _1 x ) 


x m 二 C 


m 


m 


X 


= c 


故即要求 


1在 A 中解的个解.存在 l ^ teZ 使得 l { q - l ) + tm ={ q ^ l , m ), 
1, V a e F q , 从而 


m 


X 


因 


( g — l ， m ) 
( g - l ， m )— 


q _ 1 


1 在 F g 中解均为方程 
故 P 与 （<7 - 1，互素，从而 


1 在中 

1在&中解 
4 F q 中有 （g - l ， m ) 个解. 


m 


a 


x 


x 


解，反之亦然.设 
作成$的 （g - l ， m ) 阶循环子群.从而 

g - 1 

[q — l ， m) 


n 


q = p \ 


X 


x m = c 


(3) F ； 中恰有 

q — l 

( q ~ l ， m ) 

⑷若 Fg 中任一元均是中某一元的 m 次幕，则由 （3) 知 


个元 c , 使得 c ( g _ 1 ’ 


1.由⑴即知％中恰有 


个元 C ， 使得方程 


l £ F q 中有解. 


X th = C 


Q — 1 

{ Q - hm ) 

1，即= 1;反之，若 ( g - l , m ) = 1,则 G 中任一元 c 满足 = 1， 

故由⑴知中任一元 C 均是 Fg 中某一元的 m 次幂，即巧中任一元均是 F q 
中某一元的 m 次幂. ■ 


Q — 


3.3.15*. 设 g 为素数幂， 求证: 
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(1) 有限域的所有元之和为零，其中 g 笋 2. 

(2) i^ q — l = ds,d,s 均为正整数且 s > 1 ，则 ( 唯一）的 s 阶子群的所 
有元之和为零 . 

(3) 设 m 为正整数，则 


0, 


m 




E 


m 


a 


m. 




n ( x - a ) 

的系数 . 而当 g # 2 时 ， M - x 中 
(2) 设 w 是的生成元（即 w 的乘法阶为 

由题设知 q>2, 重整和式 L 


E a 恰是这个多 

d^Fq 


证⑴因 


，由根与系数的关系知 - 


—X 






项式中 


的系数为零 . 由此证得 . 


Q — 1 


g -1 


X 


X 


1 ), 即要证 


di 


= 0 . 


Q - 


u 




a : 


a 6 Fq 


E 


a 二 1 + u + u 2 + ^ + u q 


-2 


0 二 


aeF 


本 


Q 


d—1 


=1 + u + — ^ + u 

+ u d (l + M + …十 u^ 1 ) 

+ U 2d (l +!/ + ••• + u d ~ l ) 


0— 


叫(1 


d—1 


+ U + — • + U 

(1 + u d + u 2d + • • • + u 


1)d ){l + M + … + ^ -1 ). 


(s- 


d 


u 


(5 — 1) d 


因 1 + M + •. •十 u d ~ l 

(3) 若 （g - 1) I m, 贝 lj 


— 0 ,故 l + u d + 


2d 


= 0 . 


+ … + 从 


u 




u — 1 


E 


E 


^2 1 = ( i~ l 

d^Fq 


m 


1 


a 


a 


d^iFq 


氺 


Q 


设 (q~ l) \ m. 利用带余除法及 a 9 - 1 

q ~ I 

{q - 1，_ 

令 （ O m = {a m \ae F g *}, 则 (F q T 是循环群 ^ = ⑹的子群，且其阶为 

Q — 1 

{q — l ， m). 


=1，V a G F *, 不妨设 m < q — 1. 从 

〉 1 ， q — 1 = ds. 


而 d = (q — l,m) <g — 1 ， 


s = 


(s — i)d }. 于是由⑵知 


di 


故 （ F:) m = (^> = {i，^， … 


= 0. 


u 


u 
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解答 


AIM 


另一方面，考虑群的满同态 7 T : F ; 
巧的 d 阶子群 ， Ker 


( F q T ， 其中⑷ 

…，以-…}，且有陪集分解 


•则 Ker 7 T 是 




丌 = 


二 U 


i^Ker 丌 . 


l^i^s 


因此 


E 


E 7T ⑷ = d ♦) 


a 


O^Fq 


d^：F 


l«s 


E 


E 


=d 


c = d 


e ( F g *)- 


c£(u d ) 


E 


di 


=d 


= 0 . 




§4 有限域上的不可约多项式 


知识要点： 

有限域的构造归结为 Z p ± n 次不可约多项式的构造.如何得到 Z p 上 

的 n 次不可约多项式？ 一 般地，如何得到 F g 上的 n 次不可约多项式？这样的多 

项式一般当然不止一个,它们之间有何关系？ 

有限域上的不可约多项式有深入的理论和算法，已超出本书的范围.这里仅 
涉及其中部分比较基本的问题. 

以下用表示 g 元域，其中 g 为素数 的幂. 


3.4.1. 对每个正整数 n ， 中必存在 n 次不可约多项式. 
证 总存在 q n 元域 E : E 是 xq 

于是〃在上的极小多项式就是 F q [ x ] 中的 n 次不可约多项式. 

3.4.2*. 多项式 W 


e A [ x ] 在巧上的分裂域，且 E = F q { u ), 


—X 


是 F q [ x ] 中所有次数整除 n 的不可约首1多项式的 


—X 


乘积. 


特别地，上任一 n 次不可约首1多项式均是 W 


的次数最高的不可 


—X 


约因子. 


证 记五为 多项式 


在 A 上的分裂域，则 E 恰是 W 


的尸个 

根作成的域•设 〆 x ) 是 F q [ x ] 中的首1 d 次不可约多项式，并设 u 是 〆 : r ) 的一 
个根，则 〆 x ) 是 u 在&上的极小多项式,从而 \ F q { u )\ 


X 


—X 


—X 


d 


于是 


二 q ' 


g { x )\{ x q — x ) 


0 u & E 4=^ F q ( u ) C E 4=^ d I n . (*) 


u 


将 f ( x ) := x q 


分解为 F q [ x ] 中不可约多项式的乘积.因 /( x ) 首1，故不 


—X 
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妨设这些不可约因子均首 1 .因 / Or ) 无重根，故这个分解中每个不可约因子的 
重数均为 1. 

由 （*) 式，/⑷的每个不可约因子的次数整除 n ; 再由 （*) 式， F q [ x ] 中任 
次数整除 n 的首1不可约多项式是 /( x ) 的因子，从而 F q [ x ] 中所有（两两不同) 
的次数整除 n 的首1不可约多项式的乘积也是 /(: r ) 的因子.于是/ ㈤ 恰是 
F q [ x ] 中所有次数整除 n 的不可约首1多项式的乘积. ■ 




3 A 3 •设 /( x ) 是 F g [ x ] 中 n 次首1不可约多项式， M 为 /( x ) 的一个根•则 

(1) f { x ) 共有 n 个彼此不同 的根： 

(2) n 是使得 

(3) 设/是 ^的乘法阶，则 n 是使得 I \ q n -1 的最小正整数;且 /( x ) 的任 
一根的乘法阶均为 Z . 

证 （1) 因巧中元 a 均满足 M 


U , u q / • 


、 uq • 


二 1的最小正整数. 


1 


q 


u 


从而对任一正整数 t 均有 w 


= a, 


a . 


于是 


f ( u qt ) 二 (f ⑽ qt = 0, 


• • ， uQ 71 - 1 两两 不同： 否则存 
u ql =0,从而 


即％ 

在 1 彡 i j 彡 n - 1 使得 ( u q3 ~ x ~ u ) 

Fg ㈤ 是 V — <元域的子域.但 Fq ( U ) 是 q n 元域.矛盾！ 

(2) 因 

为正整数，则^属于 f 
=|^(^)| ^ \ E \ = q m , 故 n < 

(3) 由 M 

与上段同样的证明知 n < 

最后， /( x ) 的任一根形如 〆 ，1彡 i 彡 n - 1. 因（¥,〖）=1，故 〆 的乘法阶 


均是 / Or ：) 的根.而且 


q 


• • • , u q 


u, u q ，. 


u ' 


1，于是 


q 


q 


=u 


q m -i 


i •若 

在 A 上的分裂域 E ， 于是 F q { u ) C E , 从而 


Fg ㈤ 且 Fg ⑷是 f 元域，故 


-l 


q 


u G 


u 


u 


m 


— x 


Q 


m. 


1 即知 l \ q n ~ 1. 若 l 


1, m 为正整数，贝 IJ 


1 


1 


q 


Q 


u 




m. 


为 


(⑹） • 


3.4.4. 求证: 


+ 1 是 Z 3 [ x ] 中的本原多项式. 

证 因 x 5 -x + l 无根在 Z 3 中，故 
Z 3 [ x ] 中次数为2的首1不可约多项式为 x 2 + 1 

+ 1的因子.从而 x 5 - x + 1是 Z 3 [ x ] 中的不可约多项式. 

设 n 是 x 5 — x + 1的一个根，即要证 M 的阶 Z = 3 5 — 1. 因 q 3 5 — 1 (参见 
题 3 A 3(3))， 且 Z 〉5,故 Z 的可能值为11，22,121，242•由 


5 


• t T 


+ 1在 Z 3 [ x ] 中无一次因子;又因 

+ 2 x + 2;它们 


5 


y _ rp 


2 


2 


+ x + 2, 


x 


X 


均非 


5 


rp ^ _ rp 


— l 知 


5 


U = U 


u(u 5 ) 2 = u{u — l) 2 1; 


11 


u 
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22 


(^x 11 ) 2 — (u(u - I) 2 ) 2 

(u — 1)(16 


2 


(U — 1)(1/ — I) 3 = {u ~ l)u 2 {u 3 — 1) 

)^1; 


U 


= U 


5 


2 


2 


) 二（从 一1)( 


-1 — 


— U 


U 


U 


27 


27 


(〃一 1) 


U 


121 


= w (从 5 ) 24 




24 


U〈U — 1 ) 


U 


= U 


= U 


3 


(w — 1) 


3 


U 


而 


27 


2 


(;) 5 = 从 2 ( 从 — 1 ) 


5 


2 


[U — l) 3 (ix — 1) 

(^ - 1 - u 2 ){u - I) 2 = ~(u + l) 2 {u - I) 2 = ~(u 2 - I) 2 = 2u 4 + 2u 2 + 2 


2 


乜 2 (从 


3 


2 


1)(^ - 1) 


U~ = U 


= U 


27 


1) = 2u^ + 2n 3 - u — 2{u — 1) + 2 乜 3 + 

于是 V 21 =2^1. 综上所述, u 的阶为 Z = 242. 这就是所要证明的. 


2( 从 3 - 1). 


u{u 


U 






3.4.5*. (1) 设 /( x ) 是 F q [ x ] 中 n 次首1不可约多项式.若 /( x ) 的一个根 

为域 F q ( u ) 的乘法循环群 F q *( u ) 的生成元，则/⑷的每个根也都是 F g * ⑷的 
生成元. 


U 


(2) F q [ x ) 中 n 次首1不可约多项式 / Or ) 称为 F q [ x ) 中的 n 次本原多项 
式，如果 /( x ) 的某一根 w 是域 F q ( u ) 的乘法循环群的生成元.证明 F q [ x ] 中共 

< p ( q n - 1) 


有 


个 n 次本原多项式，其中 cp(n) 是 Euler 函数（即 cp(n) 是小于 n 的 


n 


正整数中与 n 互素的正整数的个数). 

证 ⑴若 u 是 F q { u ) 的乘法群的生成元，则^的乘法阶为 q n -1. 而 
^(1 彡 t 彡 n — 1) 与 f - 1互素，故 W ， … 

循环群 Fq { u ) 的生 成兀. 由题 3.4.3 ⑴知 • • • , 1 是/ ㈤ 的全部的两 

两不同的根.故 /( x ) 的任一根均是 F ^{ u ) 的生成元. 

( 2 )设 F q [ x ] 中共有 t 个 n 次本原多项式，它们均为多项式 


均为 


1阶元，从而均是 


q 


n 


，^ 


Q 


的因子. 

的根集作成的元域，则 E 的乘法循环群有 ip { q n - 1) 个 


q 


x 


— x 


设五是 


Q 


X 


—X 


生成元. 


由 （1) 知 F q [ x ] 中每个 n 次本原多项式的所有根均为的生成元.而 
的任一生成元均是 F q [ x ] 中某一 n 次本原多项式的一个根，从而共有⑽ 
个生成元（注意到两个不同的 n 次本原多项式互素，从而没有相同的根).由此 


E 


即得. 


3.4.6*. 求证：当 n > 3时，: r 2 " 十 x + 1是 Z 2 [ x ] 中可约多项式. 

证若; r 2n + x + 1是 Z 2 [ x ] 中不可约多项式，则 | Z 2 ( m )| = 2 2 ' 其中 u 是 
+ x 十1的一^个根.从而 n 2 


2 


+ 1，故 


X 


= U 


2n 


2 


( u 2 ) 2 二 （U + 1) 


2 


2 


U 


— U • 
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这表明 u 属于2%元域.但2 2 "元域中任一元在 Z 2 上的极小多项式的次数小于 
或等于 2 n ， 因此 


71—1 


2 n < 2n ，2 

从而 n ^2. 因此，当 n > 3时， x 2n + x + 1是 Z 2 [ x ] 中可约多项式. 

注称形如= 2 2 "十1的整数为 Fermat 数.已知巧， F U F 2 , F 3 = 257, F 4 
65537均为素数;但 F 5 = 641 x 6700417. 


(n • 


3.4.7*. Mobius 函数 


{0,1,-1} 定乂如下: 


N 


/x : 


若 n = 1， 

若 n 被素数的平方整除， 

(-1) 7 *，若 n 是 r 个互异的素数 之积. 


g ( n ) 


0 


则 


(1) IJL 是积性函数，即：若 n 和 m 是互素的正整数，则 ji { mn ) — /i(m)/i(n). 

(2) 对于任一正整数 n 有 


E " ⑷= 5：普{ 

din d\n v 


n = 1 


0 ， n > 1. 


(3) ( Mobius 反演律）设丑和 / i 均为正整数集 N 到 Abel 群 G 的映射 （G 

的运算用加法表示).若 


H { n ) = YMd ) 


，V n e N , 


d\n 


则 




， V n e N ; 


d\n 


d\n 


反之亦然. 

证 （ l ) 根据定义分情况讨论 易得. 

(2) 不妨设 n > 1•设仍，…，是 n 的全部两两不同的素因子，则 

= /x(l) + ^2 "( 仍 ）+ ^2 + …: Pm) 


d\n 


l^i^m 


m 


m 


m 


2 


1 + (—1) 


+ (-i) 


+ • • • + (—1) 




2 


m 


( 1 - 1 ) 


^ 0. 
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(3) 设 H { n ) = ^ 2 h ( d ), V n e N . 则对于 n 的每个正因子 d 有 H ( d ) 
X >( s ) ，从而 


d\n 


s\d 


E " G )_ = EE " GK ) 


d\n 


d\n s\d 


E E " G )" ⑷ 


s\n d : s\d\n 


E O 


s\n 


d, s\d\n 


E" ⑷ E 

s|n t, t\^ s 

E "( s)A ⑷, 




s\n 


其中由本题 （2) 可知 


1，若登=1， 

0，若 ~1- 


入⑷ = Y1 




从而 


⑷ 


h ( n ). 




d\n 


反之，同理可证. 


求证： 有限域 F q ± n 次首1不可约多项式的个数 N q ( n ) 为 

iV 9 ( n ) = ⑷0 (■) 


3.4.8*. 


Q . 


d\n 


d\n 


n n /⑷，其中巧表 7 ^ am 中 

Y ^ dN q { d ). 

d\n 

给出的映射 ，/I : N — Z 为由 h{n) = nN q (n) 


证 将题 3.4.2 的结论写成 W 


— X = 


d\n f(x)ePd 

d 次首1不可约多项式的集合.两边取次数得到 


Q 


令丑 ： N ―为由 H { n ) 

给出的映射，则由 Mobius 反演律即得 


= q 


N M = ⑷ P (■) 


Q • 


d\n 


d\n 
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注一个自然的问题是：对于哪些 g 和 n ， &上的 n 次首1不可约多项式 

元域 F q { u ) 中的元^ 一定是乘法 


均为本原多项式？换言之,对于哪些 g 和 
群 ( u ) 的生成元？ 


n , q 


咖 n — 1) 


这等价于问：对于哪些 g 和 n , N q { n ) 


?因为 Euler 函数 




( f ( m ) = m ^2 


d 


d\m 


故上述问题转化为：对于哪些 g 和 


n ， 




= ( q n - 1) ^ 


d 


d\n 


d|(q n —1) 


若 g = 2 , n = p , 其中 p 为素数，且 E - 1 是素数，则 F 2 [ x ] 中 p 次首1不 
可约多项式必为 F 2 [ x ) 中的 p 次本原多项式.除此之外，是否还有这样的情形？ 

形如 M p 二 2 p — \ 的数，其中 p 为素数，称为 Mersenne 数.容易证明形如 
- 1的素数必为 Mersenne 数，其中 


均为大于1的整数. 


m 


§5有限域上的线性代数 


知识要点： 

数域上的线性代数可以自然地推广到一般域上.所以，也有有限域上的线性 
代数理论.由于有限域的特殊性，有限域上的线性代数产生出新的有趣的现象. 

本节内容或许不属于近世代数的经典内容,希望带动研讨的气氛.读者可以 
作更多的探讨. 

以下用&表示 g 元域，其中 g 为素数的幂. 


3.5.1. 以下方阵的集合 


a , 6, c G F q 


0 


0 0 1 


对于矩阵的乘法作成 g 3 阶非 Abel 群. 

证直接验证. 


求有限域&上 m (m > 1) 次一般线性群 GLD 的阶. 
事实上 ，巧 上任一 m 阶矩阵 M 可逆当且仅当其行向量 


3.5.2*. 


是 


0^1 ， • • • , CX 


Fq - 线性无关的，当且仅当其第一个行向量 M ¥ (0,…， 0) 且第 i 个行向量 
不是前 i - 1个行向量 


，叫^的 Fg - 线性组合， Vi , 2 ^ i ^ m . 


ai，• • • 
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因此，可逆矩阵 M 的第一个行向量叫有 f - 1种取法（即叫不能取 

q 种取法（即 a 2 不能取 


((),•••，◦));第二个行向量 a 2 有 
等等；第 m 个行向量 a m 有 


^ F q )； 

— g ， 1 种取法（即 不能取 ai^i +…+ 
G F q ), 从而得到 F q ±m 阶可逆矩阵的个数，也就是 


m 


aoL\^ a 


Q 




m 


Q 


a 


— 1 ^771 — 1 5 Ci\ 5 ’ , dfjx — 1 


m 


般线性群 GL m ( F q ) 的阶: 




( q m - • • m . 


求有限域 巧上 m ( m 彡 2) 次特殊线性群 SL m { F q ) 的阶. 

解考虑由行列式映射给出的群的满同态 det : GLD 
同态的核为 SL m ( F q ). 因此由群同态基本定理知 S GLmiF ^/ SLmiFq ), 从而 

|CL m (F g )[ 

队 ⑹ I 

再由题 3.5.2 的结论即知特殊线性群 SL m ( F q ) 的阶为 


3.5.3*. 


F ；, 这个满 


^1=^-1* 


m— 2 


m—1 


( g m — i )( g m i ) ••七 m 


q 


-q 


3.5.4*. 证明有限域上 m ( m 彡 1) 维线性空间 V 有 s 组（两两不同的) 


基，其中 


X ) 


(g m — 1)( ， 一 g)...(g m 


-Q 


s = 


m\ 


证首先回顾 定义: V 的两组基 

作为 V 的子集有和 lr . 


称为相同的,如果 


和 




从1，…，从 


} = {^1 j • • • ， ^ m \ 


V 


令 


是 y 的一组基 


^ = {(外，… 


)eV r x--xV r |? ； i,**- 


， 


V 


m 


则 F 有 s 组（两两不同的）基，其中 


n 


m\ 


另一方面，由线性代数易知叫恰为上的 m 阶可逆矩阵的个数.于是由 
题 3.5.2 知 


(q m - l)(g m — q ) … （ q m — q 171 ' 1 ) 


s = 


mi 


3.5.5. 有限域作为其子域上的线性空间，有多少组（两两不同的) 


基? 
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n 


请注意是上的 


维线性空间 . ♦ q = 由题 3.5.4 知 


m = 


d 


F n 有 


V 


( q m — l )( g m — 9) ••• ( g m 


m— 1 


— q 


s = 


mi 


组（两两不同的） F pd - 基. 


求证：有限域 Fg 上 m ( m 彡 1) 维线性空间 F 的尤 （1 彡 t < m ) 维 


3.5.6*. 

子空间的个数为 


( g m — … 


) 


~Q 


{ q l - 1)(^ - q )--( q t ~ g t_1 ) • 


证令 


= {(^1, * • • , W t ) G V X … X V I 加1， …， 叫是 Fg - 线性无关的向量}， 


并令 r t 是 f 的 t 维子空间的集合.考虑映射 


n 


r t 


span : 


对于 (^ 1 , • • • ， w t ) & ^ t ,span((if ； i, • - - ,w t )) 定义为以 

线性 空间. 显然 span 是 满射. 

设 W e r t ， 考虑 W 关于映射 span 的原像的集合 

(W) 恰有 \GL t {F q )\ 个元.由题 3.5.2 知 


••， w t 为基的 t 维 F q 


wi, • 


{W). 由线性代数 


-1 


span 


不难看出 


— 1 


span 


(W)\ = (q t -l)(q t ^q)^-(q t 


t-1 


span 


— Q 


另一方面，由线性代数也容易看出 I 恰为 Fg 上的秩为^的 t x m 矩阵的 
个数.按照题 3.5.2 的证明方法可知这个个数为 


(g m — i)(g m — gh • • (g m 


-Q 


因为 


^ t \ = ^2 |span _1 (VT)| = | r t |(^ - 1)(^ - q )--{ q t 


t-1 


), 


— q 


wer t 


所以 


(q m - l)(q m - g) • - (g m - g^ 1 ) 

- 1)(^ ~ g )--( g t - qt - 1 ) ( g t - l )( g t - g ) - • ( g t - q l ~ l ) • 

这就是所要证明的等式. 




r t 






第二部分问题解答 


• 154 


3.5.7. Wq 是非零实数且非单位根，证明 

( q m - l )( q m — q ) … （ q m _ g ^ 1 ) 

- l)(f — g) ••• (f - f— 1 ) 


771 一 t 一 1 


(g m — 1)( m— g 

q ) … - qm—t—1) • 


1)(9 


(q 


m—t 


m—t 




l ) 维 


由此即知：有限域&上 m ( m 彡 1) 维线性空间 F 的 * (1 < t < 

子空间的个数等于 T / 的 

证将左式的分子分母同乘 t 个则有 

q (m - t)t( q m _ l)(f _ g) … (q 爪 


m — 


t 维子空间的个数. 


m — 


t-i 


-Q 


左式= 


171—1 


(qm — gm—f+1) • • • (gm 

t 个 g 、 则有 

一 工)(广 一 … _ g m 

- - - - - - - - 1 

( q m - q ^ iq 771 - q ^ 1 ) • • • ( q m — q 771 ^ 1 ) • 


-Q 


将右式的分子分母同乘 


m — 


-t-i 


^ . 


现在已经可以看出左式等于右式了 . 

后一结论由题 3.5.6 即知. 


3.5.8. 将有限域看成其子域上的 m 维线性空间，则 

(1) 有限域有多少个 * (1 q 彡 m ) 维子空间？ 

(2) 有限域有多少组含有个元的 iV 线性无关向量组? 

解 （1) 由题 3.5.6 即知 iV 1 有 

( g m - l )( g m - ？)•••（（ 

(铲 一 1)( 妒 1) … （ q f 


— Q 


t-1 


-Q 


个 f 维 F g - 子空间. 

(2) 每个 t 维子空间有 


\ GL t ( F q )\ 一 1)( 浐一 g ) … (/ 


— Q 




t \ 


组 基. 而由⑴知 Ff 有 


t — 1 


( q m - l ){ q m - q )--( q m 


-q 


{ q 1 -^( q 1 - q )--( q t - q ^ 1 ) 


个 t 维 iV 子空间，因此有 

( q m — l )( q m — q ) … ( q m — q 

{q 1 - 1)(^ — o) … [子 一 ^— ” 

( g m — i)( g m — … ( g m — ^―工) 


) { q l - 1)(^ - q ) … （ q l - f — 1 ) 


t-i 


t \ 


t \ 
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个含有 t 个 线性无关向量的向量组. 

3.5.9*. 设 G 为 Galois 群 Gal(F. / F q ). 对于每个 aeF n ，令 

『⑷= e j ⑷， 释 )= n 「⑷. 

<j^.G 


a^G 


求证: 


Fq 是 F q - 线性满射. 


(1) T : F q 

(2) N: F q 

证 （1) 首 h Gal ( F n / F q ) =〈 a 〉 是 n 阶循环群,其中 o •⑷ 

因此 T ( a ) = a + M + …+ of ~\ 因为 { T ( a)y = T ⑷，故 T { a ) e F q . 显然 T : 

F q 是加法群的同态.又 T ( Xa ) = Ar( a )，V A G 因此 r : 

是 iV 线性映射.显然 ， TV 0 (否则次多项式 x + M +…+ x〆 1 至少有 


n 


F * 是乘法群的满同态. 


* 


n 


a e F qTl . 


q 


a 




F 


F q 


n 


n 


Q 


个不同的根.矛盾!) . 而巧是上的一维线性空间，因此 r 必为满射. 

(2) 因为 N(a) 

N { a ) eF q . 从而 TV 是％到 G 的乘法群同态.设 a 是的生成元，则 a 的 
乘法阶为 " Q 


n 


Q 


n 


-1 


Q 


l+g+.-.+g" 1 


n 


l , 故 


r ，且 ( TV ( a ))^ 1 


q 


a 


a q_ 


a 


1，从而 N(a) 的阶为 


n 


Q 




n 


q n — 1 


Q 


n 


q 


- ^T ， g n —1 

g- 1 

而 G 是 g - 1 阶循环群，故 iV 为满同态. 

3.5.10*. 求群 G = GL n ( Z p ) 的 Sylow p - 子群的 个数. 

因 | G | = ( p n — l )( p n — p ) … ( p n — p 71 ^ 1 ) 

1)， 故 G 的 Sy low p - 子群的阶为 

角矩阵的集合，则 P 是 G 的 Sylow p -子群.已知 N g (P) 恰是 G 中上三角矩阵 
的集合（参见题1.3.18)，从而 G 的 Sylow p -子群的个数为 


q~l 


n(n — 1) 


(圹-1)(广 Ll )..-( p - 

.令 P 是 G 中对角线为1的 n 阶上三 


2 


= P 


n(n — 1) 


V 


2 


p 也 # v — 逊 


n—1 


1) … （P — 1) 




[G ： N g (P)] 


n 


{p - i) n 

i ) … o — i ) 


V 


2 


Tl 一 1 


(p n - i)(p 




(p — i) 


n 


3.5.11*. Dedekind 引理：设五 是任一域，则 Ant ( E ) 的任一有限子集是 

E - 线性无关的，即对于 Aut ( E ) 的任一^有限子集17，如果/ ( a)a = 0，其中 

/⑷ G 五 ，V a e D ， 贝 U f ( a ) = 0， V 


crG ^ 


G ft . 


a 
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将 Dedekind 引理重新表述如下. 

Dedekind 引理： 设 E 是任 一域， D 是 Aut (£) 的任一有限子集.设 

f A — E 是一个映射，满足条件 




— 0, g £/, 




则 / ⑷二0 ， \/cj G 

证对 | D | 用数学归纳法 • | Q | = 1 时结论正确，因为 (7(1) = 1^0 

下设网> 1. 对任 


则有 


. , ▲ 


^2 / ov ⑷了⑹ = 0 ， E /(+(+ ⑹ 


-0 • 




cr£Q 


两式相减有 


f ⑷ ( 丁⑼ - ^))a(a) 


Q，Va e E • 




( tG ^ _ {t } 


由归纳假设即知 f ( a )( r ( p ) - cr ( P )) = 0, Vcr G - { r }. 若存在 
使得 / ⑷ # 0,则 丁 ((3) = a ( p ), V /5 G E , 从而 

Va e Q — { t } •但|叫 > 1， t 任意，故结论 得证. 


G cr T 

，矛盾.于是/⑷ = 0, 


§6 可分扩张 


知识 要点： 

代数扩张 K / F 称为可分扩张，如果 K 中任一元在 F 上的极小多项式均无 
重根.我们基本上只关心可分的域扩张. 

域 F 称为完全域,如果 F 的任一代数扩域均为 F 的可分扩域，换言之， 

中任一不可约多项式均无重根.特征为0的域是完 全域； 特征为素数 P 的域 F 
是完全域当且仅当 二 F , 其中 F p = { a p \ a e F }; 有限域是完全域. 

有限可分扩张是单扩张. 


3.6.1. 设 F 是特征为0的域，/⑷为 F [ x ] 中正次数首1多项式， ♦:) = 
(/ ⑷,/’⑷)，其中/»是/ ㈤ 的导数 • 求证:咖)= f ( x )/ d ( x ) fP f ( x ) 有同样 
的根，并且 〆X )无重根. 

证设五是 /(; r ) 在 F 上的分裂域，则在 E (; r ) 中 /(: r ) 分解为 


/⑷ = (x - xi) ri … （x 


) 


厂 1 ， … ， r n ^l 
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其中 


G E 两两不同.于是 


Xi, • • • , x 


n 


f’( x ) = ^2 r “ni) ri …•(工 


产 1( 


) 


r % -i 


— 而 +i ) n+1 • • • (x — X n ) 


r 


— Xi-I 


X — Xo 


X 


n 


l 


l^i^n 

(x - Xi ) ri_1 --(x -X 


严 — 1 E nW^x-Xj). 


n 


彡 n j^i 


由此可见在 E [: r ] 中有 （/(: r )， f f ( x )) = (x - xi ) 7 * 1 * 1 ••• (x — 而最大公因 

子不依赖于 域足故 d (: r ) ^ {x - XxY 1 - 1 - -(x - x 

) ^ F [ x ], 由此即可看出所要证明的结论. ■ 

设 F 是特征为 p 的域 ( p 为素数)， /(: r ) 为 F [: r ] 中不可约多项式.求 
®： f ( x ) 的所有根均有相同的重数，且这个公共重数有形式炉 （ e > 0 ). 

注 本题中若 m 是/⑷的互异根的个数（称之为 /( x ) 的简约次数)，则 

degf ( x ) = mp e . 

证熟知 / Or ) 有重根当且仅当 （/&), 尸(: r )) / ; l ， 其中 f ( x ) 是 /(;r ) 的形式 
导数.因/ ㈤ 在 F 上不可约， (/( x ), f ( x ))^ l 当且仅当 尸⑷ = 0,当且仅当存 

^ g ( x ) e F [ x ] 使得 /( x ) = g ( x p ). 

不妨设/ ㈤ 有 重根. 由上段知 /( x ) = g ( x P ), g ( x ) ^ F [ x ] 中也不可约. 
若 9(4 有重根，重复上段的讨论知分⑷= KxP ), 从而/⑷= / i (^) .因此 /( x ) 
总可写成 /( x ) = ⑽)， e > 0,其中 A ;(: r ) 无重根且不可约•设 fc ( x ) 在其分裂域 

上分解为 fc ( x ) = [[( 


G F [ x ], g ( x ) = (x 


r 


n 


n 




X\) ••• (x 


— X 


n 


3.6.2. 


) ，则 /(: r ) 在其分裂域上分解为 


X —— Xri 


I 


m 


m 


f( x ) — JJ(^ p — Xi) = 


e 


沉 ) 


p 


x — 


i=l 


z= 


从而 / Or ) 所有根的重数均为 

设 F 是特征为 p 的域 （ p 为素数)， E / F 为代数 扩张. 求证：对每个 
eE 均存在整数 n > 0,使得 a ， 在 P 上可分. 

证设 a 在 F 上的极小多项式是 /( x ). 则由题 3.6.2 知/⑷= k ( x pn ), 其 

中 A ： ⑷是 F 上可分的不可约多 项式. 因此 〆 在 F 上的极小多项式为 k ( x ). 
从而是 F 上的可分元. 

3.6.4. 设有域扩张 K / F , charF 

当 F ( a ) = F { aP ). 

证若 a 是 F 上的可分元，则可断言 ae F ( aP ), 从而 F ( a ) = F ( a p ). 否则 
♦ F ( o ^)， 于是 a 在 F ( aP ) 上的极小多项式为 x p - aP . 因 a 在 F 上的极小多 


e 


v 


3.6.3. 


a 


eK . 则 a 是 F 上的可分元当且仅 




a 
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整除，故 a 在 P 上的极小多项式亦有重根，这与 a 在 F 上可 


项式能被 

分相矛盾. 

设 F ( a ) = F ( a p ). 若 a 在 F 上不可分,则 a 在 P 上的极小多项式 /(: r ) 形 

如 /( x ) = g { xP ), 其中 g (： r ) 是中不可约多项式.于是 p ( x ) 是 M 在 F 上的 
极小多项式，从而得到矛盾： 


— a 


[ F ( a p ) : F ] = degg ( x ) < deg /( x ) = [ F ( a ) : F ] — [ F ( a p ) : F . 


3.6.5*. 设 a 在 F 上可分， /? 在 F ( a ) 上可分，则在 F 上可分 • 

证 不妨设 char F = p , 根据题 3.6.4 只要证 F { j 3) = F (/3 P ). 

设 a 在 F ( P ) 上的极小多项式为 / Or ) 

其中叫 e Fi = 0，1， …， n - 1 •贝 IJ fP ( x ) e F ( pP)[xl fP ( a ) = 0 .于是 a 在 
F ( pP ) 上的极小多项式 〆 : r ) 整除 p ( x ) ， 且在 F { p )[ x ] 中有 /⑷ I 5 ⑷ I f p { x ). 
因 /( x ) 在 F ( p )[ x ] 中不可约，从而 g ( x ) = /»• 但 a 在 F { j 3 v ) 上可分，所以只 

能 f { x ) = g ( x ). 故有 


+ • • • + CL\X + CLq 


+ d 几 一 \X 


[ F ( p )( a ) : F ( p )] = deg /( x ) = degg ( x ) = [ F ( p p )( a ) : F ( f 3 p )]. 


因 "在 F ( a ) 上可分，由题 3.6.4 知 F { a )( p ) = F ( a )( 妒）， 从而 F { p ) = F ㈣ . 


证毕 • 


3.6.6*. (1) 设 E/F 为代数扩张， S 是£；的 子集. 证明： F ( S)/F 是可分扩 
张当且仅当 S 中元在 F 上都是可分的. 

(2) 若 a , /5在尸上可分，则 o ； 土汰⑽，^ (/5#0)均在 F 上可分 • 

(3) F 上可分多项式在 F 上的分裂域在 F 上可分. 

(4) 若和 K / F 为可分扩张，则 E / F 为可分 扩张; 反之亦然. 
证⑴设 S 中元在 F 上都是可 分的. 设 a e F ⑻，则存在 

在 F ( Ui， …， Un 
上可分，由题 3.6.5 即知 Q ： 在 F ( u ： i ， … 

明最后逐步得到 a 在 F 上可分. 

( 2 )和⑶是⑴的直接 推论. 

(4 )Rae E . 设 a 在 K 上的极小多项式为 f { x ) = x n + a n ^x 

a\x + ao , 则 a 在 F ( a 0 , … 

F ( a or - , a n ^)/ F 为可分扩张，特别地 
题 3.6.5 知 a 在 F ( ci 0 , …， 

可分 • 


• • ， Mm G S 

1 ) 上可分 ，。在 ,( 14 ,…， 


乜1， • 


使得 a 6 F ( ui , • • • 


). 因 


i ) 上可分.重复这一证 




)( a n _ i ) 上可分，由⑴知 
1在 F ( a 0 , …, a n _ 2 ) 上可分 • 故由 
) 上可分.重复这一证明最后逐步得到 a 在 F 上 


—1) = P(ao, • • • 
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反之是容易的•设五 / F 为可分扩张•设 a 6五， ♦) 和 g ( x ) 分另 lj 是 a 在 F 
上和在 K 上的极小多项式，则 g (： r )| p ( x ) •因为 p (: r ) 无重根，故 g ( x ) 无重根，即 
E/K 可分. 因 K g 五， E/F 是可分扩张，由定义知 K/F 是可分 扩张. ■ 


3.6.7*. 同构延拓定理的强形式 设 


F’ 是域同构， /( a :) = a n x n + 
+ • • • + a # +⑼是 F ㈤ 中 的正次数多项式，£； 和五 /分别是 f ( x ) 在 F 

上和 f a {x) = a(a n )x n + a{a n ^ l )x n - 1 + …+ a{a ± )x + ( 7 (叫）在 上的分裂域. 

W\ cr 可延拓成域同构五 


E ，' 这种延拓的个数 m 满足1 < m < : 

[ E ： F ] 当且仅当 /( x ) 是 F 上的可分多项式. 

证 注意到/(岣是 F 上的可分多项式当且仅当 尸 ( x ) 是 F ， 上的可分多 


而且 


项式. 


对 [E •• 用数学归 纳法. 若 [五： F ] = 1，则 E = F ， E f = F 、 结论自然成 

立.设阁： F ] < n 时结论成立.现设闷： F ] 

1的首1不可约因子 々( x ) e F [ x }. 设 u 是々 ( x ) 在£；中的一个根，则 a 共有 f 个 
延拓「1， • • 

中互异根的 个数. 因此1 < * < d ; 并且 i 二 d 当且仅当，⑷是上的可分多 
项式，当且仅当 〆 : r ) 是 F 上的可分多项式 • 

对于每一域同构^ : F ( u ) 


^ 2,因此/(岣有次数 d 大于 


n 




F ( u ) —> E ’， 它们均为域嵌入，其中 i 等于 g a ( x ) G 沪问在 F 


• : 


F ' Ui ), E 和五 /分别是 /( x ) 在 F ( u ) 上 
和尸⑷在 F \ Ui ) 上的分裂域，其中％ := 内 ㈦ e F •因为: F ( u )} < [E : 

F ] = n , 由归纳假设知 q 可延拓成域同构£； 


这种延拓的个数满足 

F ⑻];进而 ， rm = [E : F ( u )} 当且仅当/⑷是 F ( u ) 上的可分多 

项式. 


于是，以上述方式我们得到 cr 的 m 个不同的延拓 E —> E 、 其中 

^2 rm ^ t[E : F ( u )] ^ d[E : F ( u )] = [ F ( u ) : F][E : F ( u )] = [E : F ]; 




进而， 


[ E ： F ] 当且仅当 i = d 且叫 =[F : F ( u )\, 当且仅当 々( x ) 

是 . F 上的可分多项式并且 /( x ) 是 F ⑷上的可分多项式.换言之，这当且仅当 
从是 F 上的可分元并且 /(; r ) 的任意根是 F ( u ) 上的可 分元； 由题 3.6.5 知这当 
且仅当/(4的任意根是 F 上的可分元，即 /(: r ) 是 F 上的可分多项式. 

现在，设域同构 小 ： E E f 是 a 的一个延拓，则0在 F ( u ) 上的限制是域 
嵌入 F ( u ) y F 且是 a 的一个 延拓. 因此这个限制是某一叫从而0 是％ 的 
一个延拓，因此4已经包含在上述 m 个 a 的延拓之列.证毕. ■ 


3.6.8. 设 £； = F p ( x , y ), F = #)，其中 为 p 元域， x，y 是 F p 上 

的超越元.求证： 
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(1) [ E : F }= p 2 . 

(2) 五 / F 不是单扩张. 

(3) E / F 有无限多个中 间域. 

证 (1) [E : F ] ^ [ F p ( x , y ) : F p ( x p , y p )] - [ F p ( x : y ) : F p ( x , y p )][ F p ( y p , x ) : 
F P ( y ^ xP )} 

(2) 若 E / F 是单扩张，即£； = F (/ i ), 则 / i 在 F 上的极小多项式 p ⑷是 P 

次的.因为 E / F 不是可分扩域，故 m 不是 F 上可分元，即 P ⑷有重根.因此由题 
3.6.2 p { t ) = A ;( 〆 ） 或 p ⑴:- k #)， 其中 / c ⑷是 F 上无重根不可约多项式•因 

F p ， 故 P = F . 因此无论 p (*) = fc ( 〆 ） 或抑）= k { f )， 均有 p ( t ) =研⑷， 

h ( t ) G F [ t }. 这与 p ⑷在 F 上不可约相矛盾！这表明 E / F 不是单扩张. 

(3) 令 M 6 二+知)，6 e F ， 则 M 6 是 E / F 的中 间域. 若 M a =紙， 

a / 贝 ! J x + ay e F(x + by ). 从而 y G F (: r + & y )， 进而 x e F (: r + & y ). 于是 

F(x + by ) 是单扩域，矛盾！因 F 是无限域，故 E / F 有无限多个中间域 A 4. 


2 


P • P = P • 




2 


E 




3 . 6 . 9 . (1) 若 E / F 为代数扩张， F 为完全域，则 E 也为完 全域. 

(2) 若 E / F 为单扩张（不必为代数扩张)，丑为完全域，问 F 是否也为完全 


域? 


(3) 若 E / F 为有限生成扩张（不必为代数扩张) ，丑 为完全域，问 P 是否也 
为完全域？ 

( 4 ) 若 E / F 为有限扩张， E 为完全域，问 F 是否也为完全域？ 

(5) 若 E / F 为代数扩张（不必为有限扩张)，£；为完全域，问 F 是否也为完 


全域? 


证 （1) 否则，设对糾中有不可约多项式 p ( x )， p ( x ) 有重根 a •因五 / F 是 
代数扩张， a 在£；上代数，故 a 在 F 上代数.设 g (: r ) 是 a 在 F 上的极小多项 
式，则 p ( x )\ q ( x ), 从而 g (: r ) 也有 重根. 这与 F 是完全域 不合. 

>0. 设 E = F { a ), 因为五完全，= 五， 故 

FP { aP ). 因此 a 在 P 上代数（参见题3.1.6)，故 a 在 F 上 代数. 

欲证 F 完全，只要证 F = P ， 只要证 [ F ( a ) : FP ] - [ F ( a ) : F ], 或等价地， 

[ F { a ) : FP ] ^ [ F ( a ) : F ]. 

由于 E = F ( a ) 是完全域 ，故设 二五. 注意到 价= FP ( aP ), 因此只要证 

[ FP ( a ^) : FP ] ^ [ F ( a ) : F ], 而这是对的.事实上，设 a 在 F 上的极小多项式为 
f ( x ) — ao + aiX + - - • + a n z n ，则 是 F p 上的多项式 〆 x ) = OQ + a^x + - - • + a ^ l x n 

的根. 


(2) 是. 不妨设 charF 


V 




a eE p 




(3) 是. 不妨设 char F = p > 0, E = F ( ai ， … ， a n ) •对 n 用数学归纳 
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法•当 
假设知 F 是完全域. 

( 4 )有限扩张当然是有限生成扩张，故由 （3) 知 F 是完全域. 

⑻否. 

令 F = F p ⑴，其中 F p 为 p 兀域，/：是上的超越元，则# -是 F 
上的有重根不可约多项式.故 F 不是完全域. 

t G F [ X]，E 是 { p n ( x ) I 

则 E / F 是代数扩张•但 E 是完全域，这是因为设 

这表明当 五 / F 是代数扩张，五是完全域时, F 未必是完全域. 

§7正规扩张 


1时由本题 （2) 知结论成立.设 


1，则 E = ^(^1, …， a n ) 是 

) 是完 全域. 再由归纳 


n 


n > 


i ) 的单扩域.由本题 （2) 知 F ( a lr - 


, a 


• , OL 


n— 


n—1 


令 Pn{x) 


n 


p 


0，1，2，...}在卩上的分裂域. 


=x 


u = 




= E , 


知识要点 


代数扩张 K / F 称为正规扩张，如果在 K 中有根的 F ㈤ 中不可约多项式 
的全部根均在 K 中； 换言之，如果 K 中任一元在 F 上的极小多项式的根均在 


K 中. 


K / F 是有限正规扩域当且仅当 K 是 F [ x ] 中某一多项式的分裂域. 

可分正规扩域 K / F 称为 Galois 扩域 • K / F 是有限 Galois 扩域当且仅当 K 
是中某一可分多项式的分 裂域. 

有限 Galois 扩域 E / F 必是单 扩域; 其 Galois 群 Gal ( E / F ) 的阶恰为 [E : F . 
3.7.1 •设丑= Q (^), 其中 V + Q ^ 2 — 2 a — 1 — 0. 求证： 

(1) a 2 -2 也是 X s +x 2 -2x- 1 = 0 的根. 

(2) E / Q 是正规扩张. 

+ 2oj + 1 , 

2) 3 + (a 2 - 2) 2 - 2(a 2 一 2 ) - 1 = ( 

= (a 2 - 2) (a 4 - 3a 2 ) 

因此 x 3 + x 2 -2 x - l 的三个根均属于五（事实上， 

2 x-l 的三个根为 

1在 Q 上的分裂域，故 E / Q 是正规扩张. 


证 


a 3 — —a 2 


4 


3 


+ 2 a 2 + a = 3 a 2 — a — 


cr = —a 


2 


(a 


2 


2)[( a 2 -2) 2 + ( a 2 -2)-2] 

-( a 3 + 

X s + x 2 — 2 x — 1 


a 






( a 2 - 2 )(a + l ) 


- 1 


2 


- 1 


2 a 一 1) = 0, 






a 




(x — a)(x — a 2 + 2) 

+ 1)， 从而五是 


{ OL 2 + 


1), X 3 + 


2 


2 


2 


a — 


_ 2 ，一 ol 


x 


a, a 




— a 


3 


2 


X + X — 2 x — 


3.7. 2 •设 E / F 和 K / F 均是正规扩张， 求证: EK / F 也是正规扩张 • 

证因 E / F 和 K / F 均是正规扩张，故 E 和 K 分别是 F [ x ] 中某个多项式 

集合 S 和 T 在 F 上的分裂域，从而是 F [ x ] 中多项式集合 S \ JT 在 F 上 
的分裂域•故 EK / F 是正规扩张. ■ 
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3,7.3. 域的二次扩张 E / F 必是正规扩张.试决定二次扩张的 Galois 群 • 

证设 [五： F] = 2,则 E = F ( u ), v 丰 F . 设 z / 在 F 上的极小多项式为 
f ( x ) = x 2 + ax + 6,贝! J f ( x ) 的另一根为 —(a +外故五是 /( x ) 在 F 上的分裂 
域，从而 E / F 正规 • 

因 f ( x ) 无重根（否则 f ’( x ) = 0. 从而 charF = 2, 


0. 于是 f ( x ) = 

(x + 1) 2 可约，矛盾)，故 Gal(£；/F) 是2阶循环群,其生成元 a 将 z/ 送 


到 一 (a + I/). 


(1) 如果 E/M 和 M / F 均是域的正规扩张，试问 E / F 是否一定为 


3.7.4. 

正规扩张？ 

(2) 如果 E / F 是正规扩张， M 是它们的中间域,试问 五 /M 和 M / F 是否 
一定为正规扩张？ 

证⑴否.例如， Q(v^)/Q 和 Q (於) /Q(v^) 均正规，但 Q (为) /Q 不 正规. 
这是因为不可约多项式 /(X) 

根於 i _ Q (於) . 

(2) 设 E/F 正规， M 是中间域•则丑是 F [ x ] 中某个多项式集合 S 在 F 
上的分裂域，从而五也是 M [ x ] 中多项式集合 S 在 M 上的分裂域，故 E/M 也 


2 G Q [ x ] 有一根於属于 Q (於)，但 /(x) 的 


正规. 


27T • 

了， 


但 M / F 未必正规.例如，五= Q(^2,a;)/Q 是正规扩张， 
Q(^2) 是中间域，但 M / Q 不是正规扩张. 


M = 


3.7.5*. 设 E / F 为有限代数扩张.求证： E / F 为正规扩张 w 对于 F[x] 中 

任意不可约多项式 /(： r )，/(: r ) 在中的所有不可约因子均有相同的次数. 

:设/⑷是 F[:r] 中不可约多项式且有一个根在 E 中•则/(4在 

E [ x ] 中有一次因子.故由假设 /(z ) 在中的所有不可约因子均是一次的，艮 P 

f { x ) 的所有根均在丑中，即 E/F 是正规扩张. 

:设 E / F 是有限正规扩张. 则五是 F 上某个多项式 g(：r) 在 F 上的分 


证 


裂域 


设/⑷是中任一不可约多项式， 〆X )和咖）是 /(X) 在别: T] 中的 
两个首1的不可约因子.令是/⑷在 F 上的分裂域.设 a， 0 使 
得 p ( a ) = 0 = q {(3). 因为 a， 在 P 上的极小多项式均为/㈤，故存在域同构 

id, r ]( a ) = f 3. 因 M 是/⑷在 F ( a ) 上的分裂域，也 

是 /Or) 在 F ((5) 上的分裂域，故由同构延拓定理知， r/ 可延拓为 

t \f{oc) — V- 

现在 EAf 是 M 上多项式 g(:r) 在 M 上的分裂域.注意此处总可将五 
视为某一共同域的子域，例如 F 的代数闭包.因此由同构延拓定理， t 可延拓为 


F ( a ) — ， F(/3), r/ 


V : 


M —> M 


M 
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^:EM—> EM, <e| M r. 

由于 e / f 正规 , o = id ， 故 _ 

不可约多项式，由于 f ( a ) = /?，故 （( P ( X )) 与 g (: r ) 均为丑 ㈤ 中以/?为零点的不 
可约多 项式. 从而 ^( p ( x )) = g ( x ). 特别地， p (: r ) 与咖）的次数相同. ■ 


(将 p ( x ) G 五 [ x ] 仍变成 E [ x ] 中的 


E . 




3.7.6*. 设 丑 /F 为有限正规扩张， G = Gal ( E / F ), M 是 五 /F 的中间域.贝 (J 
M/F 是正规扩张当且仅当 a ( M ) = M , V a G G . 


证 


:设 M / F 是正规扩张•则 M 是 F [: r ] 中某一多项式 /( x ) 在 F 上 
的分 裂域. 故 _M = F ( a lr ^ , a m ), 其中 

根（若/ ㈤ 有重根，则每个重根只取一次).则 G 中任一元 a 在 
的作用是 


是 f ( x ) 的全部两两不同的 


以1， • • • 




Q^i ， • • • , a 


- 的一个置换.因此 a ( M ) = M . 

:反之，设 a ( M ) = M， V or g G . 设 M ， g ( x ) 是 a 在 F 上的极 

小多项式.设/?是 g (: r ) 的任 一根， 则存在域同构 


叫， • • 


: F ( a ) —^ F ((3)， t\ f = id , 


( a ) = /3. 


因为 E / F 为有限正规扩张，故五是 F 上某个多项式 /(： r ) 在 F 上的分 
裂域.从而五⑷是/ ㈤ 在 F ( a ) 上的分裂域， E ⑹是/⑷在 F ( p ) 上的分 
裂域 • 由同构延拓定理， t 可延拓为域同构 


E [ p ). 因 


G M , 故 

a G 五； 又因 E/F 正规 ，故0 e E. 从而 E(a) = E = E{0), a e G. 于是 
P = r ( a ) = 7(^0 e a(M) ^ M . 这就证明了 M/F 是正规扩张. ■ 


E ( a ) 


a : 


— > 


a 




第 4 章 Galois 理论 


§1基本定 J 


知识要点 


Galois 理论的基本定理揭示了群和域之间存在的反序 一一 对应.确切地说， 

五是域同构 | a ( a ) 


设 E/F 是有限 Galois 扩张 ， G 二 Gal ( E / F ) - { 

= { E / F 的中间域}，『= { G 的子群 }. 考虑如下两个映射: 


E 


(J : 




r ， 其中 Gal(E/-)(M) = Gal(£/M), V M e Q , 
Q , 其中 Inv ( H ) = { aeE \ a { a ) 

注意到 E / M 也是有限 Galois 扩张 ， V M e a 从而有 


Gal (五 /—): Q 

Inv : r 


aeH }^H e r. 




[E : M ] - I Gal (^/ M )|, [ M : F ] = [ G : Gal ( E / M )], V M G 0. 

Galois 理论的基本定理（主要）是说： 

(1) Gal ( E /-) : Q 


0是互逆的反序的映射.于是有 


r 和 inv : r 


Inv ( Gal (£；/ M )) = M , Gal ( E / Inv (丑 )） =丑 ， V M e Q , V G T ; 


[ E : lnv ( H )\ = \ H \, [ Inv (丑）: F ] = [G : H ], V H 


(2) 丑是 G 的正规子群当且仅当 lnv { H )/ F 是正规 扩张； 或等价地， M/F 
是正规扩张当且仅当 Gal ( E / M ) 是 G 的正规子群.在这种情况下，有 


Gal ( Inv (丑) / F ) S G / H ; 


或等价地, 


Gal ( M / F ) ^ G / Gal ( E / M ). 

这条基本定理的证明所需的知识点在以前相关章节的“知识要点”中都已 
提到，除了下面的 Artin 引理. 


Artin 引理： 设 K 是域， G 是 K 的自同构群 Aut(K) 的有限 子群. 贝 lj 有 

[K: Inv(G)] ^ \ G \, 这里 Inv(G) = {aeK \ a(a) = a, V a e G }• 

Galois 理论的基本定理很重要,且其证明值得回顾.我们首先以习题的形式 
包含这个证明. 

在以下习题 4 丄 1 一 4 丄 3 中， Gal(E/M), Inv (丑）意思 


同上. 
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4.1.1. 求证： （ 1) Gal(E/-) : Q 
若 G M 2 , 则 Gal(E/Mi) D Gal(E/M 2 ); 若丑 ：g 丑 2 ，则 1^(^) D Inv ( 丑 2 ). 

(2) (作用 3 次等于作用1次）对于 Men , 丑 e r 有 


0是反序的映射，即 


r 和 inv : r 


Gal (£7 Inv ( Gal (£ yM ))) = Gal ( J 5/ M ), Inv ( Gal (£'/ Inv ( i 7))) = lnv ( H ) 

证 （1) 映射 Gal ( E /-) 和 Inv 的反序性由定义直接可得. 

(2) 由定义有 M G Inv ( Gal ( E / M )); 由映射 Gal ( Ef -) 的反序性得到 


Gal ( E / M ) D Gal ( E / Inv ( Gal ( E / M ))). 


记 ff = Gal ( E / M ) ^ G . 又由定义知 if g Gal ( E / Inv ( F ))， 即 


Gal ( F / M ) C Gal ( E / Inv ( Gal ( E / M ))). 

所以 Gal ( F / M ) = Gal ( E / Inv ( Gal ( E / M ))). 

同理可证另一式. 


4.1.2*. 证明 Artin 引 理：设 K 是域， G 是 K 的自同构群 Aut ( K ) 的有限 

子群.则有 [K : Inv(G)] ^ \ G \, 这里 Inv(G) = { a e K \ a ( a ) 

不妨设 n > 1，欲证 [K : Inv ( G )] ^ n , 只要证 K 中任意 n + 1 
• • ，从 n + i 必然 Inv ( G )- 线性相关.记 G = {/； l ，…， / n }， 其中 /i = idK . 


Vo - e G }. 


a 




证 设 |G 


=n. 


个元 

取 K 上 n + 1 个变量、 n 个方程的齐次线性方程组 


以 1 ， • 


= 0，1 ^ i ^ 77 ； 


(*) 




的非零解（”，•••， a n +1 ), 使得（％…， a n +1 ) 在方程组 （*) 的所有非零解中非零 
分量的个数最少.必要时调换％•和％的下标，不妨设# 0;进而，不妨设 

ai = 1. 


我们断言： Inv ( G ), l ^ j^n + 1, 从而由方程组 （*) 的第一个方程知 


u j a j = 


10^+1 


因 h = 1，这表明 

如果断言不成立，不妨设 a 2 雀 Inv ( G ). 则有 2 ^ t ^ n 使得 / t ( a 2 ) ^ a 2 . 将 
ft 作用在方程组 （*) 上得到 


• • ，从 n + i 是 Inv ( G )- 线性相关的 • 


Ui，• 


E 


= 0, 1 彡 i 彡 


n . 
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因 G 是群，故 fth ， …， ftfn 是 fir - Jn 的一个置换，从而 ( ftia ,) 
/办2)，…, / t ( a n + i )) 是方程组 （*) 的解.于是 


(0, a2 — / 亡 ( 仃 2) ， … ， a n+ i — /t(a n+ i)) 


也是方程组 （*) 的解•因 / t ( a 2 ) + a 2 , 上述解是方程组 （*) 的非零解，而且其非 
零分量的个数比 （ l ， a 2 , …， a n +1 ) 的非零分量的个数要少，这与 （ l ， a 2 ,... ，‘ +1 ) 

的取法相矛盾！证毕！ ■ 


4.1.3*. 证明 Galois 理论基本定理： 

(1) Gal ( E /-) : Q 

(2) H 是 G 的正规子群当且仅当 Inv(H)/F 是正规扩张.在这种情况下，有 


n 是互逆的反序的映射 


r 和 inv : r 


Gal(Inv(ff)/F) ^G/H, 

证 ⑴由定义有 M [ Inv ( Gal ( E / M )). 因 E / Inv ( Gal ( E / M )) 和 E/M ±勾 

是有限 Galois 扩张，故 


[E : Inv ( Gal (£；/ M ))] = | Gal ( E / Inv ( Gal ( E / M )))| = | Gal ( E / M )| = [E : M] 

其中第二个等式由题 4.1.1(2) 得出.由此即得 M = Inv ( Gal ( E / M )). 

由定义有 F [ Gal ( E / Inv (丑 )) .因 E/lnv{H) 是有限 Galois 扩张，故 


E : lnv(H)} = | Gal^/Inv^))! ^ \H\ 


从而 


\H\ ^ \Gal{E/lny{H))\ = [E: lnv(H)} ^ \H\, 

其中第二个不等式由 Artin 引理 得岀. 于是 Gsl(E/lnv(H)) ^ H. 

(2) 丑是 G 的正规子群当且仅当 aifa 

Inv((j/fa* _1 ) = Inv(iJ), V a e G •而 


丑， VaeG ; 由 （1) 知当且仅当 


Inv^aHa -1 ) = {a e E \ (j/icr _1 (a) 

={a & E \ ha~ 1 (a) 

={a G E I a *- 1 ⑷ e lnv(H)} 

=a(hw(H)). 

因此， H<G 当且仅当 lnv(H) = ♦♦))， VaeG; 根据题 3.7.6, 这当且仅当 
Inv ( il ) 是 F 的正规扩域. 


’ y he H } 
\ a ), W he H } 


a 




a 
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设 if 是 G 的正规 子群. 因为 a ( Inv ( i /)) = Inv ( i/)，V a G G , 故有映射 


Gal ( Inv ( J H r )/ F ) 


Inv ⑻ • 


: G 


7 T 


a ^ a 


显然 TT 是群的同态，且 


KerTr = { a e G I a \ lnv{H) = id Inv(J/) } 二 Gsl(E / Inv ( H )) = H . 


于是 7 T 诱导出群的单同态 


G/H ―^ Gal ( Inv ( iI )/ F ). 


因 Inv (丑）是 F 的正规扩域，故 


G 


G 


[E ： F] 

[E: lnv { H )\ I Gal ( E / Inv (丑)）| \H 


Gal ( Inv ⑻ / F )| 二 [ Inv ( H ) : F = 


从而上述单同态是群同构.这就完成了证明. 


设 二 Q (\/2, \/3, n ), 

扩张，并决定 Galois 群 Gal ( E / Q ). 

证因 Q 特征为零，故 E/Q 是可分扩域.设 D 是 E 的代数闭包， a : E 
是域的嵌人•则 j|q = id , cr (\/2) = d =\/2, cr (\/3) = ±\/3. 从而 cr ( u 2 ) 

(9 + 5^/3) 


(9 - 5\/3)(2 - \/2 ). 求证 E/Q 是 Galois 


2 


4.1 A 


u 


Q 


或 


2 


=U 


2 


( u 2 ) = (9 + 5 v ^)(2 — 力) 


2 


a 


u 


6 


或 


{2 + V2) 


2 


(u 2 ) = (9-5Vs){2 + V2) 


2 


a 


u 


或 


(9 + 5^) 2 (2 + \/2) 


2 


( u 2 ) = (9 + 5\/3)(2 + >/2) 


2 


U • 


(J 


12 


于是 


9 + 50 


或 a(u) = 土 (1 + V2)u 


(j{u) — din, ^ (j(?x) — zb 

(2 +^)(9 + 5 ^) 


u 




或 a{u) 




u. 




2V3 


总之 a(u) e E. 这表明 E/Q 是正规扩域，从而 E/Q 是 8 次 Galois 扩域，且 
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| Gal ( E / Q )| = 8 . 令 


cri = id ; 


cr2(V2) = \/2, ^(V^) = \/3, 0*2 (u) 

(V2) = — \/2, (73(\/3) = >/3, 。 3( 从 )= (1 + a/2) 

(74(\/2) = — V 2, cr ^^ Vs ) — \/3, 0 * 4 (?/) = -(1 + V ^) 

9 + 5\/3 


— ~u 


CT 3 


U ： 


U ： 


(\/2) == \/2, ^(v^) = —V% 0-5 (n) 


^5 


- 7= — u : 

Vq 


9 + 5^3 


cr 6 (\/2) = \/2, ^6(\/3) = -\/3, a 6 ( n ) 


u: 


V 6 


(2 + \/^)(9 + 5\/3) 


aj(V2) = -V ^， (77(\/3) = —a/3, a7[u) 

ag(V2) = — \/2, ct 8 (\/3) = —a/ 3, cr 8 (n) 


u: 


2^3 


(2 + \/2) (9 4~ 5\/3) 




u. 




2 v ^ 


则 Gal (£*/ Q ) = {(!]_ ，…， a 8 }. 注意到 ( J2 的阶为 2 ， ㊇ 的阶为 4 , q 的阶为 4 
的阶为 4 因此 Gal ( E / Q ) ^ Q s (四元数群). 


^5 


4.1.5. 设 E = C ⑷（复数域上有理函数域） 

27ri/3 , r { t ) = t ~ l . 求证： 

(1) t 和 ( J 生成的群丑是 Gal ( E / C ) 的 6 阶子群 • 

( 2 ) lnv ( H )^ C { t 3 + t ~ 3 ). 

证令 

个根为 t ， a ;/：， a ; 2 t ， 


eGal ( E / C )， 其中 a ⑴二 c ^， 


a . 丁 


iu = e 


3 


F = C ( a ) •令 f ( x ) 


6 


3 


+ l e Fb ]， 贝 il /( x ) 的 6 


a = + 


or — ax 




t 3 


2 


于是 /( x ) 在 F 上的分裂域为 


UJ — , (jJ 


# 


t 2 


F l t ， cut , uj^tj — 


2 




o ; 了， a ; 


t 2 


因此 E/F 是有限 Galois 扩域且 | Gal ( E / F )| = [E : F ] = [ F { t ) : F ] ^ 6 . 但另一 

G Gal ( E / F )， 故 ( r , cr) C Gal ( E / F ). 注意到 


方面， 


G\T 


3 _ 


2 


2 


且 〈 t ， a 〉 有 6 个元，故 〈 t ， a ) = D s = S 3 , 于是 Gal ( E / F ) 


a 


= 丁 ， ra = a r 


( r , cr ), 于是由 Galois 理论基本定理知 


Inv((r, a )) — lnv ( Gal(E / F )) = F = C ( t 3 + t ~ 3 ). 


4.1.6. 设域 F 的特征为素数 p , a e G = Gal ( F ( x )/ F ), 其中 a ( x ) 
令丑为由 a 生成的 G 之子群，求证问 = p . 试问： lnv ( H ) =? 
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证注意到 # = id ， 因此 F = 〈 (j〉= { l ， a ，... 

1 e F(x), K = F{a), E = F(o :)， 贝 lj x 是多项式 / ⑷ 


} 为 p 阶循环群•令 

t v — G K[t] 

的根. 注意到 / ⑷的全部根为 x，x + 1 ，…， x + p — 1，因此/⑴在 K 上的分 

裂域为 K(x) = E, 从而 E 是 1C 的有限 Galois 扩域， \Gsl{E/K)\ ^ [E : K] ^ 

另一方面丑 G Gsl(E/K). 因此= Gal(E/K) •由 Galois 理论基本定理知 


P -1 


a 


a = 


5 


x p — 


X —— 




P . 


Inv(H) — Inv(Gal(E / K)) ~ K — F(x 


p 


1). 


— x — 


4.1.7. 设域 F 的特征为素数 p, a eF. 求证: 
(2) 如果# 


是 F [ x ] 中不可约多项式 W 不存在 cG F , 使得 a = cP - c . 

在 F [ x ] 中不可约 ，令 a 为 x p 

F{a)/F 为 Galois 扩张.试决定 Galois 群 Gal(F(a)/F). 

证 (1) 设 C 是 /(X) = 

1是 / Or ) 的全部根.故 /(X) 为可约多项式当且仅当 


— x — a 


的一个根，求证 


— x — a 


— x — a 


在其分裂域中的一个根，那么 C ， C +1， … 


C 一一 


— x — a 


( C + 1)，… 

(C + p - 1) 这 p 个一次多项式中有 S 个乘积属于 F ( x ), 其中 s<p. 由此推出这 
个乘积的次高项系数属于 F ， 从而 c e F ， 即存在 c e F 使得# 

若存在 c G F 使得 a = — c ， 则 c ， c +1 ， …， c + p - 1是 /( x ) 的全 部根. 它们 

均在 F 中,从而 /( z ) 在中完全可裂. 

(2) 此时 /( x ) 在 F 上的分裂域为 F ( a , a + 1，… 

F(a)/F 是有限 Galois 扩张且 |Gal(F(a)/F)| = [F(a) : F] 

是 P 阶循环群，事实上， Gal(F(a)/F) - (a), 其中 a ( a ) 


v- 


X _ C, X _ 


,X — 


反之， 


S 


—c = a. 


+ p- 1) = F(a), 于是 

故 Gsl(F(a)/F) 


a 


= V . 


q + !>• 




4.1.8*. 设 1 和 M 均是域 E 的子域 • 求证： 如果 L /( Lf ] M ) 为有限 Galois 
扩张，则 LM/M 也为有限 Galois 扩张，并且 Gal ( LM / M ) ^ Gal ( L /( LflM )). 

证设 L /( Lf | M ) 是有限 Galois 扩张. 则 L 是 L 门 M 上某个可分多项式 
/ ㈤ 在 L 门 M 上的分裂域，即 I = ( Lfl ¥)(&，•••，；)，其中 

的全 部根. 于是 M ( xi , • • • , x n ) = M ( Lf ] M )( x 1 , … ， x n ) = ML = LM ， 即 LM 

是 M [ x ] 中可分多项式 /( x ) 在 M 上的分裂域.故 LM/M 是有限 Galois 扩张. 

对于任一 a G Gal ( LM / M)，a 是 


是 /㈤ 


XI，…,X 


n 


的一个置换，故 a ( L ) = L , 于是 
e Gal ( L / Lf | M ). 这就给岀 Gal ( lM / M ) 到 Gal ( L / Lf | M ) 的群同态，易知这 
个同态的核是 {1}. 

剩下只要证明 [LM : M ] - [L : Lf | M ]. 因 L / lflM 是有限可分扩张，故 
L = ( Lf | M )( a ) •设 〆 x ) 是 a 在 Lf | M 上的极小多 项式. 因 LM = M ( a )， 故 
只要证 〆 x ) 也是 a 在 M 上的极小多项式，即要证 p ( x ) 在 M [ x ] 中不可约. 

设 〆 x ) 在 M [ x ] 中有分解 g { x ) - h { x ) l { x ). 因 L / Lf | M 正规，故1包含 
g { x ) 的全部根 


XI，…,X 


n 


a 


注意到和 Z ( a ;) 的系数均是这些根的系数为 




m- 
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士 1的多项式，从而 / i ( x ) 和 Z ( x ) 的系数属于 Lf ] M . 所以，由 〆 z ) 在上 
的不可约性即知 〆 4在 M [ x ] 中的不可约性.这就完成了证明. ■ 


4.1.9. 设 E / F 为有限 Galois 扩张， iV 和 M 为中间域 ， E D N D M 2 F , 
并且 iV 是 M 在 F 上的正规闭包. 求证： 


p | aGal ( E / M ) a -\ 

eGal(E/F) 


Gsl ( E / N ) 


证 根据 Galois 理论基本定理，只要证 


门 aGal { E / M ) a ~ 1 


Inv ( Gal ( E / AT )) - Inv 


eGa\(E/F) 


即只要证 


JJ Inv (( jGal ( E / M )( j _1 ) 


N = 


eG^\(E/F) 


即只要证 


n 咧. 


w 


N = 


crGGal(£ ； /F) 


下证 （*) 式 成立. 因为 f ] aGaKE / My - 1 是 Gal { E / F ) 的正规子群， 

creGa\(E/F) 

故 ( j ( M ) 是 F 的正规扩域且包含 M . 而 iV 是包含 M 的 F 的最小正 

aeGal ( 五 /F) 

规扩域，因此有 


n 训 


N C 


eGa\(E/F) 


另一方面，由定义 


n 


N := 


T 


MCTCQ, 

t/f]EM 


其中 D 为 M 的代数闭包.我们断言 


n 


n = 


K 、 


MCKCE, 

kJf]EM 


事实上 


n 


KD N . 


MCKCE, 

kJf^M 
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反之，对于任一 r ， 其中 MCTC 0 , T / F 正规， { Tp [ E )/ F 也 正规. 因此 


n 


N = 


K . 


MCKCE, 

ic/Fjfa 


对于任一 a e Gal ( J 5/ F ), 且对于任一 其中 M C K C E , K / F 正规，由于 

C X ，故 o -( M ) C ( j ( K ). 而 K/F 正规，因此 a { K ) = K . 这表明 a ( M ) C K , 


从而 


n ^ n 


K = N . 


MCKCE, 

kJf]EM 


eGa \( E / F ) 


G 


这就证明了 （*) 式成立. 


2 在 Q 上的分裂域. 


4.1.10 . 设 E 为 

( 1 ) 试求出 E / Q 的全部中间域. 

( 2 ) 试问哪些中间域是 Q 的 Galois 扩张？哪些域彼此共轭? 


4 


X 


( 1 ) 因为 


— 2 = (x — V 2 )(x + \^2 )(x — V 2 i)(x + V 2 i ) 


4 


X 


Q (於，-我践-於 i ) = Q (^2, i ), [E : Q ]= 8 , | Gal ( E / Q )| 


故 E 


8 


Gal ( E / Q )= {(Ji = id ， a2 ， cr 3 ，( j4 ， a 5 ，( j 6 ，( j 7 ，( j 8 }， 其中 


(^2) = ~^2; 
i ， ctq { V 2) — — ^ 2 ; 

- i ， (7 8 (^2)--^21. 


(</ 2 ) = v^i; 
(^2) = ^2; 
(</ 2 ) - v^i; 


卩 2 ( i ) = i ， 

a 4 ( i ) = i ， 

^6( i ) 

^ s ( i ) 


❿⑴ =i ， 

cr 5 ( i ) 

a 7 ( i ) 


^2 


^■3 


^■5 






tj 7 








易知 Gal ( E / Q ) 兰 D 4 , 其全部非平凡子群为 


{ 1 , 0 - 5 }, {1,(7 6 }, { l ， a 7 }，{ l , a 8 } 


J4 } 二 (^ 3 > = ( o ' 4 )： { 1 ，口 2 ， We} ， {l ， cr 2 ， （ J 7 ， a 8 }. 


{1,^3 


^2 


它们对应着 E / Q 的全部中间域，依次为 


Q ( i ， W )， Q (^ 2 ), Q (^ 2i ), Q (^ 2(l + i )), Q (妁 (1 — i )) 


Q ( i )， Q ( W )， Q ( v / 2i ). 
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(2) 这八个中间域中， Q ( i ， W )， Q ( i )， Q (\/2), Q ( V 2 i ) 是 Q 的 Galois 扩张 _ 

Q (於）与 Q ( V 2 i ) 共轭， Q (於 (1 + i )) 与 Q (^( l - i )) 共轭. 除此之外没有其他 
共轭的域，这可从群方面来看. ■ 


27 ri 

= e 可 


求证 Q ( C)/Q 是 Galois 扩张.求 G = Gal ( Q ( C )/ Q ). 列 


4.1.11. 设 C 

出 G 的全部子群和它们对应的 Q ( C )/ Q 的中间域. 


27 ri 

= e 12 


是12次本原单位根. 




12 


( x 6 - l )( x 6 + l ) 

(x — l)(x + l)(x 2 + X + l)(x 2 


-1 


X 




4 


+ l )( x ^ + l)(x 


2 


—X 


—X 


C 在 Q 上的极小多项式为 


4 


1在 Q 上的分裂域.因此 


+ 1， Q(C) 是 

Q ( C)/Q 是 Galois 扩张且 [ Q ( C ) : Q ] = 4, G = Gal ( Q ( C )/ Q ) 是 Klein 四 元群. 事实 

上， Gal ( Q ( C )/ Q )= {<ji — id , 


2 


12 


X — X 


X 




r /}， 其中 T(0 二 c 5 , W ( C ) 二 c 7 . 

由此可知 G 的全部子群为 {1}，〈 T 〉， 〈7；〉， ( rr /), G . 它们所对应的 Q ⑹ /Q 

的中间域依次为 Q ( C )， Q ( C 2 ) = Q ( C 4 ) = Q ( C 8 ) = Q ( C 10 )， Q ( C 3 ) = Q ( C 9 )， Q ( C 8 + 

C 4 )， Q . ■ 


^2 = T ， CJ 3 二 W4 = T 


4.1.12. = 做题 4.1.11 的事情. 

C 二 e ^ i 是 9 次本原单位根. 


m 


9 


(X 3 - l)(x 6 + 


3 


+ 1 ) = (X — l)(x 2 + X + l)(x 6 + x 3 + 1 ). 

C 在 Q 上的极小多项式为 x 6 + x 3 + l ? Q ( C ) 是 x 6 + x 3 + 1在 Q 上的分裂域.因 

此 Q ( C)/Q 是 Galois 扩张且 | Gal ( Q ( C )/ Q )|=6. 

令 ^(0 = C 2 ， € = 1 ， 2, 4, 5, 7, 8 .则 Gal(Q(C)/Q)= {ai, (j 2 , a 4 , cr 5 , cr 7 , (J 8 }= 

〈0*2〉 是 6 阶循环群. 

因此 Gal ( Q ( C )/ Q ) 的非平凡子群为2阶子群〈巧〉= 〈 a 8 〉 和3阶子群 〈 a 2 2 〉 = 
〈 a 4 〉. 它们所对应的 Q ( C)/Q 的中间域分别为三次扩域 Q ( C 3 + C 6 ) 和二次扩域 

Q(C 3 ) = Q(C 6 ). ■ 


-1 


X 


X 




2 tt • 


4 丄13•设 n 为大于2的整数 ， Cn 

Q(Cn + ( 二 1 ). 

证由于 G + C ^ 1 

MflQ ( Cn ). 

反之，先设 n = 2 m + 1 ， m ^ 1. 对于任一 x 二 ^atCn ^ 脱 DQ(Cn) 


M 为实数域.求证： Q ( Cn ) n ^ 


= e 


n 


2 tt 


2 tt : 


2tt : 


G IR ， 因此 Q(Cn + Cn 1 ) ^ 


= 2 cos 


e 


e 


n 


n 


n 


n—l 


的虚 


X 
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n —1 


部为0，即 a t sin = 


= 0•而 


n 


n —1 


m 


E . 2 irt 

at sm - = 


. 27 rt 

sm - • 


E ㈨ 


) 


— a n —t 


n 


n 


由 Fourier 分析知， sin —, sin — 

a n — t = 0 •于; ^ 


2 m 7 r 


是 Q - 线性无关的，因此 


sm 


a 


n 


n 


n 


n 


n—l 


m 


m 


= y^( a tCn + a n—td 七 ） =^ a t(Cn + Cn ^ Q(Cn + d 


X = 


其中最后一步由二项式系数的性质和归纳法可推知. 

2 m，m > 1，类似地讨论. 


对于 


n — 


2 tt - 


4-1.14*. 设 p 为奇素数 ， ( p 


. 求证 Q ( C P ) 有唯一的二次子域 K (即 
K 为 m ( p ) 的子域并且 [K : Q } = 2). 进而， K 是实二次域（即 K CR ) ^ 

p 三 1 (mod 4). 




注 在解本题之前，回忆若干预备知识.用表示模 n 的剩余类加法群 
用表示中的剩余类 

群，其中 p ( n ) 是 Euler 函数. 对于整数 


1 ^ 5 ^ n - 1, ( s , n ) = 1 作成的 p ( n ) 阶 Abel 

1，整数 p 称为模 n 的原根，如果 
( flSn ) = 1且歹在 Z ；； 中的乘法阶为 « 因此模 n 的原根存在当且仅当 Z ；； 是 

循环群，此时 K 的任一生成元歹就给出模 n 的一个 原根仏 对哪些 n > 1，存在 

模 n 的原根，是一个有趣的 问题. 例如，可参阅 [ FY ]. 对于任一素数 p ， Z p 成为 

域，故 g 恰是域 Z p 的乘法群，因此是循环群.即模 p 的原根总 存在. 


S 


n > 


证 因心是 P 次本原单位根，故 Q ( C P ) 是# - 1在 Q 上的分裂域，从而 
Q ( Cp )/ Q 是有限 Galois 扩张. 因&在 Q 上的极小多项式为 x p ~ 1 + x p ~ 2 +- - .+ x + l ， 

故 [ Q ( Cp ) •• Q ] = p - l . 故 G 是 p —1 阶群，其中 G 二 Gal ( Q (0/ Q ) •令 5 是模 p 的 
一个原根，并令 a : ( p \ ~则 a e Gal ( Q ( X P )/ Q )， 且 a 的阶为 p -1， 即 G = 〈 a 〉. 

因为 G 有唯一的 ^ 一阶子群丑 =〈 a 2 〉， 故由 Galois 理论基本定理知 Q ( C P ) 有 
唯一的二次子域 K ， 且 X = Inv (( a 2 )), 其中 ( j 2 (Q = C | 

K 为实二次域当且仅当 K g Rf | Q ( C P ) = QiCp + Cp 1 ) (由题 4.1.13 的结 论). 


2 


t = 1， 


• ，P — 


• « 


注意到 


p -1 


^(Cp + Cp x ) = {Yl at C 


~ 一 i, Cl 2 — dp_ 2 , • • • 


CL p — l — CL y>+1 


2 


2 
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CZ1 — _ " 

另一方面 


p— 1 


cr 2 ( x ) 


K = Inv((cr 2 ))= 


x = 


=x 


p—l 


P—1 


p—l 


2 


E < E a W = E a 4 • 

t=i t=i t=i J 


因此 k 为实二次域当且仅当 


p-i 


p-i 


p-i 


E a 4l E a ^ 2 ' = ^ Q(Cp + Cp- 1 ) 


p—i 


p—i 


当且仅当由 = E < 可推出 


(H = a p _i, a2 = cl p —2, … 


a 


i = Cip±i • 


2 


2 


p—l 


p-1 


由 Y , a ^ f t = K 比较两边的系数知 

t—i t=i 

再比较两边 （| 4 的系数知 


(注意下标是模 p 的). 


ai = a n 2 


9 


继续下去即得 


a^2 = a^4 . 


9 


9 


Cir,2 


0^1 


(Xn2 


V 


a^6 


s 9 


9 


9 


9 


因此，若 K 为实二次域，取 c P + c〆 + c / + C | 6 + • 

(mod p ). 而一 1 模 p 的乘法阶为2,故产模 p 的乘法阶为2,即 

• 由此即知 ^- 是偶数，即 p 三 l ( mod 4). 

—1 ( modp ). 因 


K 即可看出存在 s 使 


• • (.二 


得 


2 s —— 


1 


9 


p — 1 
{ 2 s , p - l ) 

反之,若 p = 4 s + 1，则 g 2 s 模 p 的乘法阶为 2. 因此 g 
此由上所述，由 E a ^ 2t = E a 4 可推出 


p—l 


2， {2 s^p — 1) 






2 


2s — 


2 s — (X — 1 • 


a \ = a g 


… =( h 


2 


p-1 


P -1 


P—l 


由可推出 


对于任一 t , 1 ^ t ^ 


2 


3 = 


J = 


0jg2s ^ Qj — t • 


o^t = a g 2 t = a g ^ t = - • 


• _ 


从而 k 为实二次域. 


4 丄 15 •设 E / F 为有限 Galois 扩张.如果对任一域仄 ( F^K CE ), KM 

F 均有相同的扩张次数 F : F ]， 则闲 ： Fj 


为素数. 


= V,V 
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证令 G = Gal(E/F) •由 Galois 理论基本定理可知此题目可以翻 译成： 若 

即若 G 的任一真子群均有相 


G 的任一真子群丑均有相同的指数，贝 IJ |G| 

同的阶，则 G 为 p 阶循环群.而由 Sylow 定理这是显然的. 


= P . 


4.1.16. (1) 求证 Q ( x /2, ^/3, \/5 )/Q 是 Galois 扩张，并求此扩张的 Galois 群. 

(2) 求元 ▲ + _ + ^在 Q 上的极小多项式. 

(3) 求证 \/6 G Q ( V 6 + V 10 + \/15). 

(4) 求 W 0在 Q (4 + _ + \/15) 上的极小多 项式. 

解 （1) Q ( V % V ^) 是 f ( x ) = ( x 2 — 2)( x 2 — 3)( x 2 一 5) G Q [: r ] 在 Q 上的 

分裂域，因此是 Galois 扩张 • Gal ( Q (我我 v ^)/ Q ) 是8阶群.令 


^1 = id; 


(V2) = V2, 

(V2) = >/2, 

(v^) = V 2 , 
a ^( V 2 ) — — \/2, 

ae ( V 2 ) — — \/2, 

ct 7 (V2) = -我 

cr 8 (\/2) = - V 2 , 


(>/3) = a /3, 

( V 3 )= - 我 

(\/3) — — V3, 

(^) = V 3, 

(V3) = ^/3, 

( 77 (^ 3 ) = - V 3 , 

^ 8 ( V 3 ) = - V5， 

Gal(Q (\/ 2 , V^)/Q) = {cri，• _ • ， 内}兰 Z2 ㊉ Z2 ㊉ 冗 2. 

+ _ + \/仿在 Q 上的极小多项式.考虑集合 

Gal(Q(^, V3, V 5 )/ Q )( a ) ^ { a , 0 = V 6 ~ VlO - VT 5 

\/15, 5 = - V 6 - VTO + ^/l 5}. 取 a e Gal(Q(v^， 0， V^)/Q) 使得 < r ( a ) - ( 3 . 

在 Q(v^，V% W) 中， 0 = /(a). 两边作用 a 得到 0 = /(/?). 同理可得到均 
是 /( rc) 的根.另一方面， 


(\/5) = -\/5; 

(^5) = v/5; 

(V5) = -V5; 
(V5) = a/5; 

ct 6 (\/5) = -a/5; 

ct 7 (V5) = a/5; 

「 8(V^) = — \/5. 


^2 


^2 


^2 


0^3 


OS 


^3 


( J4 


CT4 


0-4 


0-5 


^5 


0-6 


(2) 设/㈤是 


a 


+ \/10 


7 


(x — a){x ~ ( 3 ){x — 7)(x — 5) 

(a + /3):r + a/?)(x 2 — (7 + 5 )x + 7^) 

( x 2 - 2\/6x- 10\/6 - 19) (x 2 + 2\/6x + 10^6 - 19) 

(: r 2 — 19) 2 - (2V6x + 10 V 6 ) 

( x 4 - 38x 2 + 361) - 24 (x + 5) 

一 62 x 2 - 240 x - 239 G Q(x). 

通过计算可知 Or —a)(:r-/3)(:r — 7 )0r - ~ 的任一正次数的真因子不再属于 Q[x]. 
从而 x 4 - 62 x 2 - 240a: - 239就是+ \/IU + \/仿在 Q •上的极小多 项式. 


2 


2 


2 


4 


=X 
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V 6 + \/10 + Vl 5. 贝 lj a 2 二 4 a + 31 + 2^ + 6\/6, 


(3) 令 

4 a 2 + 41 a + 56 + + 6因此 


3 


a 


a 


a /6 


a 


VlO 


2 


6 2 0 
0 8 6 


— 4 a — 31 

— 4 a 2 — 41 a — 56 


a 


VlE 


3 


a 


因 I 6 2 0 是可逆阵，故 gQ ( qO . 

\ 0 8 6 / 


V 6 + Vl 0 + x /15. 因 （ W + Vs ) 2 = 5 + 2 V 6, 故 /5 = w 0 

满足 Q ( a )[ x ] 中多项式 x 2 -5 - 2 V 6. @ [ Q ( V 2 + V 3) : Q ]= 4 = [ Q ( a ) : Q ], 若 

于是 Q ( V 2, VS , Vb ) = Q ⑷•但 [ Q ( x /2, ^/3, V 5) ： Q ] = 8 ^ 4 - [ Q ( a ) : Q ]. 矛盾! 
于是 W 0 在 Q ( a ) 上的极小多项式为 x 2 -5- 2^/6. ■ 

§2方程的 Galois 群 


⑷令 




— V 6 


a 


e Q ( a ), 进而由本题 （3) 知 W ， 0 e Q ( a ). 


V2 + VS 


知识要点： 

设 E 是 n (n > 1) 次多项式/⑷在 F 上的分裂域.将 Galois 群 Gal(E/F) 
称为多项式 f ( x ) 或方程 /㈤= 0 在 F 上的 Galois 群，记为 Gal(/(x) ， F )， 

或 G /. 


G/ 是 /㈤ 的根集的一个置 换群; 若 /㈤ 在 F 上可分，则 |Gal(/(x),F)| 


[E : FI 


设/⑷无重根，则 G / 是对 称群& 的可迁子群当且仅当/ ㈤ 在中 


不可约. 


n ( m )， 称 


设 ri ， …， 『 n 是无重根多项式 /($) 的全部根，令 D 




d(f) = D 2 G F 为 f(x) 在 F 上的判别式.若 Char ~ 2, 则 Gsl(E/F{D)) = 

G f f]A n ; 从而 G/ d 当且仅当 DeF. 故当 Char F ^ 2 时，对于三次（无重 
根）不可约多项式 f ( x ) 有 


A 3 , D eF, 
私， D ^ F . 


Gal(/(x),F) = 


若素数 P 次不可约多项式 /(： r ) e QM 只有两个非实的复根，则 Gal ( f ( x ) 


Q) = s p . 
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次一^般方程 f ( x ) 


+ tix 71-1 + . • • + t n -\x + — 0在域 …， t n ) 

上的 Galois 群为&，这里 h ， … ， t n 是域 F 上的独立的代数无 关元. 


n 


= x 


设 F 是特征为2的域•求/ ㈤ 在 F 上的 Galois 群，其中 

(1) f{x) — X 3 + X + 1. 

(2) f(x) = x 3 + x 2 + 1. 

解 （1) 设 r 是 /( z ) 的一个根，容易验证 

的）根•当 r 《 F 时，容易验证/⑷在 F 上不可约，从而 | G / 

[ F ( r ) :列= 3•而私的3阶子群是.故 


4.2.1. 


9 9 

r, r z , r z 


+ r 是 /(: r ) 的（两两不同 

| Gal ( F ( r )/ F )| 二 


{ 1 } ， reF, 


G/ = Gal(F(r)/F) 


欠 3 , 


iF . 


r 


( 2 ) 设 r * 是 /( x ) 的一个根，则易验证 
同的）根.同理可知 


2 


r 2 + r + 1是 /( rc ) 的（两两不 


r\ r 


W， reF, 


Gf = Gal ( F ( r )/ F ) 


^3 


r 


4.2.2 •设 /( x ) e R [ x ] 是三次不可约多项式.求证： d (/) 〉0当且仅当 f Or ) 
有三个 实根; d (/) < 0当且仅当 / Or ) 只有一个实根. 

证实系数不可约多项式无 重根. 奇数次实系数多项式总有实根（因为非实 

的复根是共轭成对出现 的). 故三灰实系数多项式或者有三个实根，或者只有一 
个实根. 


若 4/) 〉0,则 /(: r ) 必有三个 实根. 否则/( X )的三个根具有形式 

6 i ， a ， 6 G R ， 6/0,其中 i 二 y /^1 . 于是 

46 2 ((ri - a ) 2 + b 2 ) 2 < 0. 

若 d (/) < 0,则 /( x ) 只有一个实根.否则由火/)的定义知 d (/) 

4.2. 3•求 Galois 群 Gal ( Q (^2(1 + i ))/ Q ), 其中 i = 

解令 a = ^2( l + i ), 则 a 在 Q 上的极小多项式为: r 4 +8 •故 [ Q ( a ) : Q ] ^ 4. 
这个极小多项式的全部根为土於 (1 + i )， 士於 (1 — i ). 因 ^2(1 
Galois 群 Gal ( Q(^(l + i ))/ Q ) 中元 cr 只能将 a 变为士 a •即 Gal(Q (於 (l + i ))/ Q ) 
是2阶循环群•注意 Q (^2 (l + i))/Q 不是正规扩张. ■ 


ri gM, 


疒2 = a + 6 i ，rs = 


a — 


d ( f ) 二 （n — r 2 ) 2 (r 1 - r 3 ) 2 ( r 2 - r 3 ) 


2 


> 0 . 


i ) i Q ( o 0, 从而 


4.2.4. Rp 为素数 ， a G Q , ^ 
上的 Galois 群. 

解 设五是 # - 


为 Q [ x ] 中不可约多项式.求# - a 在 Q 


— a 


在 Q 上的分 裂域. 不妨设 a > 0 (a < 0 的情形类 
似讨 论). 于是五= Q (^/^， o ；)， 其中^是 p 次本原单位根.因 


a 


在 Q 上的极 


UJ 
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• + T + 1，★在 Q 上的极小多项式为# 

Gal ( E / Q )， 贝 I ] a (^) =和 1 、0 ^ ^ 

1彡 fc 彡 P - 1. 由于 CT 完全由它在和上的值唯一^确定， 


小多项式为 x ^- 1 + x p ~ 2 + 

故 | Gal (£；/ Q )| = p(p — 1). 任取 

P— 1 ; ( 7 ( 0 ；) 

因此 a 完全由 fc 和 Z 唯一确定.记 


a 


_ _ 


a G 


k 


uo 




则 


j 二 O'k.h 


k 


: Gal ( E / Q ) — > GL (2, F P ); 


o\i 


0 


在 Q 上的 Galois 群同构于 p 元域上 2 


容易验证 4 是群同构. 因此# 
阶一般线性群 GL {2, F v ) 的子群 


— a 


k 


l^k G F pi k 0 > . 


4.2.5. 决定 /(： r ) 在 Q 上的 Galois 群，其中 

(1) f ( x )= 

(2) f ( x ) 

解 （1) 首先由 Eisenstein 判别法知 /( x ) 

多项式.由初等微积分易知/ ㈤ 恰有三个实根，从而恰有两个非实的复根（细节 

略去).因此 Gal (/( x )) = 5 5 . . 


5 


— 6 x + 3. 

— 15 x 2 + 9. 


X 


5 


X 




+ 3是 Q [ x ] 中不可约 


5 


=X 


— 15 x 2 + 9 = : r 5 + : r 2 + 1 无一'次因子; ^2 [ x ] 中唯 

的二次不可约多项式不是 x 5 + x 2 + 1的 因子. 因此/ ㈤ 在 Z 2 [ x ] 中，从而在 


(2) 在 Z 2 [ x ] 中 f ( x ) 


5 


=X 


Q 上不可约. 

再由初等微积分易知/(4恰有三个实根，从而恰有两个非实的复根（细节 

略去).因此 Gal (/( x )) - ^5- ■ 


4.2.6. 决定/⑷在域 F 上的 Galois 群，其中 

5 ， F = Q . 

5 ， F — Q (\/5). 

5, F = Q ( V ^ i ). 


4 


⑴/⑷ 

(2) f ( x ) 

(3) f ( x )= 

(4) f ( x ) = x 4 — 10 x 2 +4 ， F = Q . 


=X 




4 


=X 




4 


X 




- 5 G Q [ x ] 是四次不可约多项式•由 / Or ) 诱导出来的 

+ 20 x = x ( x 2 + 20) = x(x + 2\/5 i )(^ — 2\/5 i ). 


4 


( i ) f ( x ) = 

次多项式 为 〆 : r ) 

而 [ Q ( v ^ i ) : Q ] = 2. 又因/⑷在 Q ( V 5 i ) M 中不可约，故由四次方程 Galois 

群的一般结论知 Gal (/( a :), Q ) = D 4 (二面体群). 

注也可以不用四次方程 Galois 群的一般结论而直接计算.因 f ( x ) 在 Q 上 


X 


3 


=X 
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的分裂域 Q (於， i ) 相对于 Q 的维数是8,故 Gal (/( x )， Q ) 是8阶群，这8个元为 

: v^5 


— 诉 ， i 


n = id ; 


丁2 : 


^5 I ——> v ^ i , i 
\^5 I ——> v ^5, i 

V 5 i ―^构， i 


^5 I ~^ -^5 i , i 

I — > - 诉 ， i 

^ i , i 


丁 3 : 


t 4 : 


n : 


-i; 


丁 6 : 


— i ; 




丁7 : 


T 8 : 


— 1 


易知 4 阶元 T 3 和 2 阶元 t 5 生成 Gal (/0 r )， Q ) 且 t 5 t 3 = r 屋丁 5 . 从而 Gal (/( x ), Q ) 


(2) f { x ) = x 4 - 5 e Q ( W ) M 是可约多项式，即有 

V5)(x 2 + V^). 


4 


2 


— (x 


一 5 


x 


令五是/ ㈤ 在 Q (\/5) 上的分裂域，则 E = Q ( v / 5)(^ / 5, i ). 于是 [丑 : Q (\/5)] = 4 

因此 Gal (/( x ), Q ( V 5 )) 是4 阶群. 事实上， Gal (/( x )， Q ( v ^ )) 二 { id , a , r , 7 } 


其中 


i , Vh 


—v^; r : i 


i ， 拆 

可见 Gal (/( x ), Q ( V 5 ))= K 4 (Klein 四元群 )• 

⑶ / ㈤ 

裂域 Q (拆， i ) = Q ( V 5 i )(^5) 相对于 Q ( v ^ i ) 的维数是 4 ,故 Gal (/( x ), Q ( v ^ i )) 
是 4 阶群，这 4 个元为 


v ^; 


i , 拆 


^5. 


7:i 




5 G Q (\/5 i )[ x ] 是四次不可约多项式. /( x ) 在 Q ( v ^ i ) 上的分 


4 


X 






: Vb 




丁 1 = id ; 


丁 2 : 


^5 


^5 i ; 


\^5 


泝 i . 


T3 : 


丁4 : 


因 i = ^( v ^) 2 , ~ V 5 ie Q (\/^ i )， 故 

Q ( V 5 i )) = K 4 . 

⑷ 首先， f ( x ) 

计算给出： 首先 f ( X ) 没有有理根，其次 f ( x ) 不能分解成两个二次有理系数多项 
式的积)•由 / Or ) 诱导出的三次多项式为 


均为2阶元，从而 Gal (/( x ), 


丁 2 , t 3 ， r 4 


4 


I 0 x 2 + 4是 Q [ x ] 中的四次不可约多项式(这可通过 


=X 




3 


2 


g ( x ) 


(x — 4 )(x + A){x + 10). 

因此 [ Q (4, — 4, -10) : Q ] = 1•由四次方程 Galois 群的一般结论知 Gal (/( x ), Q ) 


+ 10/ - 16 x - 160 = 


= x 


K 4 . 
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4.2.7. 设 n > 2是正整数，域 F 的特征为零或与 n 互素， （是 n 次本原单位 

- 1在 F 上的分裂域.则 


根， E 是 f ( x ) 


=X 


(〜)*， m 

{ l }， CeF , 


Gal (/( x )， F )= 


其中 （ Z n )* 是 Z n 的单位群. 

证 首先 E = F (0- W i 丰 F • V(JG Gal ( E / F ), a (0 (1 ^ ^ n - 1) 

也是 n 次本原单位根，故 （ Z , n ) = 1. 因 cr 由 Z 唯一确定，记 
就给出了群的单同态 Gal (/(: r ), F ) — ( Z n )*. 

对于任一 Z ，(/, n ) - 1, 1 < Z < n — 1， （和 f 均是 n 次分圆多项式 〜⑷的 

根•因 ㈠ 兄故 ^ n {x) ^ F[X) 中不可约多项式，从而内(0 = f ， (c7i)\ F =id 就 

给岀了域同构 F (0 ^ FO F ( e ). 所以上述群的单同态也是群同构 . < ■ 


于是 


(T = CTI 


( y \ 


4.2.8. 设 n > 2是正整数，域 F 的特征为零或与 n 互素, （ 是 n 次本原单位 
根且 C & F , E 是 f ( x ) = x n -ae F [ x ] * F 上的分裂域.则 Gal (/( x ), F ) 是循 
环群; 且当 /㈤ 在 F 上不可约时， Gsd ( f ( x )， F ) 是 n 阶循环群.（注意与题 4.2.4 
的区别 .） 


证设6是 /( x ) 的一个根，则&，&$,•••， bC 2 - 1 是 f ( x ) 的全部根，五= F (6). 
Vae Gal ( EVF )， a ( b ) = b ^\ 0 ^ z ^ n - 1. 因 (7 由 i 唯一确定，记 


因为 


(J = ( Jf . 


= a^j ( b ) 

, 其中下标模 

于是 q 就给出了群的单同态 Gal ( f ( x ), F ) ~^ Z n . 从而 Gal (/( x ), F ) 是 

循环群的子群，故为循环群. 

当/⑷在 F 上不可约时， 

\ Gal ( f ( x ), F )\ = [ E : F ] 


故 




n . 


因 E / F 是有限 Galois 扩张，故 


n . 


n . 




4.2.9*. Rp n (p 为素数， n > 1) 次 Galois 扩张 五 /F 的 Galois 群 Gsl ( E / F ) 

是 〆 1 阶循环群， L 是 E / F 的中间域且: L ] = p •若五= L ( u )， 则 E = F { u ). 

证设 Gal ( f ；/ F ) = 〈 a 〉 •因 E/L 是 p 次 Galois 扩张 ，故 Gsl ( E / L ) 是, 阶 
循环群 〈 cr 〉 的 p 阶子群 • 于是 Gal ( E / L ) = 〈 t 〉， 

考虑多项式 


a p 


丁 




f ㈤= n 卜 — ^ E i x • 


O ^ i ^ p 71 — 1 


因为厂 ⑷ =/( x ), 0 < i < p n - l , 所以/⑷的系数均属于 Inv ( Gal ( E / F )) 
下证/(4无重根. 


R 
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令 H 是 Gal ( E / F ) 中保持 ix 不动的自同构作成的子群，贝 I ] |丑| = 1，从而 

f ( x ) 无 重根. 否则，丑包含 Gal ( E / F ) 的最小子群 Gal ( E / L )， 于是 


G Inv(i^) C Inv(Gal(£ ； /L)) = L, 


u 


从而得到矛盾 = !/(?/) = L . 

注意/ ㈤ 在 F 上的分裂域 为尺二 F (« 0 彡 i 彡 〆 1 — 1)， 贝 lj K = £；. 
否则， G3l(E/K) 是阶大于1的 Gal(E/F) 的子群，从而包含 Gal ( E / L )， 于是 

K G L . 但 u e K ， 故再次得到矛盾 ueL . 

于是，无重根多项式/⑷在 F 上的 Galois 群 Gal(K/F) = Gal(E/F) = (a) 

是/0)根的可迁置换群，因此/0)在 P 上不可约.于是 [F(?x) : F] 

E ~ F{u). 

用类似的方法可以证明下面更一般的结果. 


从而 


=V 


42.10* •设 E / F 是有限次 Galois 扩张，其 Galois 群 Gal(£ ； /F) 含有最小子 
群 A，L = Inv(A). 若 E = L(u )， 则 = F ( u ). 


4.2.11. 任一有限群均是某个域上可分多项式的 Galois 群. 

证 任一有限群 G 均是某个对称群&的子群.而& = Gal ( E / K ), 其中 

, x n 是域 F 上独立的代数无 
的初等对称多项式.注意 E / K 是有限 Galois 扩 
域•由 Galois 理论的基本定理知，存在 K 和 E 的中间域 L 使得 G = Gal (£；/ L ). 
因为 E / L 也是有限 Galois 扩域，故 E 是 L 上某个可分多项式/⑷在 L 上的 
分裂域，从而 G 二 Gal ( E / L ) = Gal (/( x ), L ). ■ 

注 任一有限群是否是某个事先给定域上可分多项式的 Galois 群？这是一 
个十分困难的问题.例如，任一有限群是否是上某个多项式的 Galois 群？这 
是迄今为止尚未解决的公开问题. 


) ，尺 = ，…， 心)，这里 


E = F { x \^ -- - 

关兀，尤1，…，亡 n 是 


X 


XI , - • 


5 


X \ , • • • ,X 


§3方程的根式可解性 


知识要点： 

域 F 的单扩张 E = F ( d ) 称为根式扩张，如果存在正整数 n 使得 d n G F . 

设 / Or ) e 是正次数多项式.称方程 /(: r ) = 0在 P 上根式可解，如果存 

在域扩张链 


F = F l CF 2 C ^^ CF r +1 = K , 

使得 F i + l / Fi 均为根式扩张， 1 < i < r ， 且五 Q X ， 其中五是/⑷在 F 上的分 

裂域. 
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Galois 大定理：设/⑷是特征零域 P 上正次数多项式，则 /㈤ 二 0在 F 
上根式可解当且仅当 Gal (/( x ), F ) 是可解群. 

下面以习题的形式给出这个重要定理的证明. 

4.3.1*. 设 p 次 Galois 扩张 E/F 的 Galois 群 Gal ( E / F ) 是 p 阶循环群 {p 

为素数)，且 P 含有 p 次本原单位根$ D 存在 de E 使得 E 二 F ( d ), dP G F . 
故 E / F 是根式扩张. 

证 因 [£； : F ] 

Gal ( E / F ) = ( cr ), a v = \. 考虑 Lagrange 预解式 

+ f( c )f + 7 2 (。)产 + … + cr 


故 E = F ( c ), 其中 c 是五 中不属于 F 的任 一元. 设 


二 TP , 


( c ) 少 ― 1 ) 


p— 1 


di 


eE . 


c 




因 （ e 故 cr ⑹ =(• 于是 a ( di ) = cr ( c )+ cr 2 ( c ) 夕 +• • •+ a p ~ l ( c )^ p ~ 2 ^ i + c^ p ~ 1 ^ i 
r %. 从而 


K )= 卜 ⑷) p 二 ky =( 

因 E/F 是有限 Galois 扩张，故 < e Inv (( a }) 

考虑 P 个变元 p 个方程的线性方程组 


a 


Xi + ^ X2 + ^^3 + •••+$($ 

其系数行列式是 l ， f, … ， p- 1 的 Vandermonde 行列式； （ c ， cr(c )， …, a v ~ l { c )) 是 

其唯一解•因 c ， a ( c )， …, cr p _1 ( c ) 是也，…，冬的线性组合 ， c ^ F , 故存在 
dj ^ F , 取 d =心，则五= F [ d ), d p G F . ■ 


l )?: 


= di 5 1 ^ 2 ^ p , 


设域 P 的特征为零， E 是 F 上正次数多项式 / O ) 在 F 上的分裂 
域•若 Gsl ^ E / F ) 是町解群，则 f ( x ) 二0在 i 7 * 上根式可解. 

证令 


4.3.2*. 


[E ： F ] = | Gal ( E / F )|, f 二 ^是 n 次本原单位根 ，风二 F (0, 

K = E (0- 则 K 是 /⑷ 在巧上的分裂域，故 K / F 2 是有限 Galois 扩张. 

设 E 


n — 


)，其中 


i ^ ai ， … 

Gal(F ⑹(叫，… , a m )/ F (^)) 可以自然地看成 Gal ( F ( ai , * -- 

Gal (^/ F 2 ) 是可解群 G3l ( E / F ) 的子群，从而也是可解群.故有次正规群列（未 
必是正规群列） 


是 f ( x ) 的全部根.贝 lj 


, a 




ol \ ，•…, 


)/ F ) 的子群.即 


a 


m 


Gal(i^/i^2) = H2 0 Hs O • • • l> H r ^i — {1 }， 


使得 H t / H l +1 均为 Pl 阶循环群. 

由 Galois 理论基本定理得到域的扩张链 


F 2 C F 3 C .. • C F r+1 ^ K, 
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其中 K = Inv (^) - 因为 K / F x 是有限 Galois 扩张，执= Gal ( K / F ,), 风 +1 是执 
的正规子群.对于 K / Fj 用 Galois 理论基本定理知 F i + i / Fi 是正规扩域（从而是 
有限 Galois 扩张且 [F i+1 : F % ] =旧叫巧 +1 /巧)1)，且 


Gal ( F , +1 / F ,)^^/^ +1 . 


因€ e 巧，仍 | | Gal ( K / F 2 )| | n ， 故只包含仍次本原单 位根. 因此由题 4.3.1 知 
F l+ 1 /F z 是根式扩张，2 ^ z < r . 从而有根式扩张链 


F = F \ ^ F2 ^ # C F r +i = K , 


使得 E<ZK = 五⑹，艮卩/ ㈤ = 0在 F 上根式 可解. 


4.3.3*. i ^ F 是任意特征的域， E / F 是有限可分扩张.若 E / F 有根式扩张 
链，则存在五的有限扩域 7 V ， 使得 N / F 是有限正规扩张，且 N / F 也有根式扩 


张链. 


证 设 E = F(cn ，… ， a m )， f z ( x ) 是叫在 P 上的极小多项式，则 f z ( x ) 无 
重根. 令 N 是 /办)… / m (: r ) 在 F 上的分裂域，则 N/F 是有限 Galois 扩张. 

设 E / F 有根式扩张链 


F ~ Fi C F 2 ^ ^ F r+1 = E , 


使得 E 

{1 二 (Tl,(Jn} 

3.7.6 可知） 


Fi(dd G 巧，1《 i 《 r. 贝 lj E = F(d u … ， d r ) •设 Gal(N/F) - 

[N : F ]. 因为 TV 是包含 五的 F 的最小正规扩域，故（由题 


2+1 二 


n = 


( d r )) • 


N = F ( di , - - - ， d r ， a 2 ( di )， … ， cr 2 ( 心）， • • • 


⑹，… 


考虑如下域扩张链 


F C F{di) C F(di,a 2 {di)) C • • • C F{d 1 ,(j 2 {di),-• ,cr n (di)) 

^ F(di ， (72( 也)，…， CT n (di)^d2) C … 

^ FQduC ^ di )， … ，〜(办)，％，^^^)， … ， cr n ( d 2 )) 

( G ?2)， … ，<，•••， 


( G ? l )， C ?2, … 


( d r )) C N . 


C F{d \, • • • 


C • 


• m 


不难看出这是根式扩张链. 


4.3.4*. 设域 F 的特征为零， E 是 F 上正次数多项式 /( x ) 在 P 上的分裂 
域.若/⑷二0在 F 上根式可解，则 Gal(E/F) 是可解群. 




第二部分 


• 184 


题解答 


证由定义存在域扩张链 


F = Fi C F2 ^ • Q F r+ i = 

使得 F i+l - Fi ( di ), eFhlddKEGK . 由题 4.3.3 不妨设 K/F 是正 

规扩张.令 n 是 

Galois 扩张，且有域扩张链 


的公倍数， $是 n 次本原单位根.则 K (^)/ F 是有限 


W ，…, n 


F = E 0 Q Q E 2 〔… Q E r+1 = 

其中取 = m ), 1 彡 K r + 1 •将 Gal ( K (0/ -）作用在这个域扩张链上得到群 
的降链 


Gsl ( K (0/ F ) ^ Gal 剛/玢）2 Gal ( K (0/ E 2 ) U {1}. 
注意 E x jF = F (0/ F 是正规扩域.又因为 


尽 +1 = F i+1 (0 = 巧 ⑷ (0 = m)(di) = EiidK eE h 

Ei 包含叫次本原单位根，故 E i + l / Ei 均为正规扩域, 因为 K { i)/F 

是有限 Galois 扩张，故 K ( 0 / Ei 均是有限 Galois 扩域.对 K (()/ 及用 Galois 理 
论基本定理知 Gal ( K (0/ 及 +1 )是 GsliK ^/ Ei ) 的正规子群，0彡 r *. 所以上 
述群的降链还是 Gal ( i ^(^)/ F ) 的次正规群列，且由 Galois 理论基本定理知 

Gal ( K (0/^)/ Gal ( K (0/^+ i ) - Gal (段 +1 /尽)，0^^ 

由题 4.2.7 知 Gal (五] l / P ) 是 Abel 群; 而由题 4.2.8 知 Gal (屄 +1 /屄)也都是 Abel 

群，从而由可解群的等价刻画知 Gal ( K (0/ F ) 是可解群. 

因为 Gal ( K / F ) ^ Gal ( K (0/ i ^)/ Gal ( iT (0/ K )， 故 Gal ( K / F ) 是可解群•而 
Gal ( E / F ) ^ Gal ( K / F )/ Gal ( K / 五)， 故 Gal ( E / F ) 也是可解群. ■ 

至此完成 Galois 大定理的证明. 


V 


V 
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